APUNTES

Unidn de Estudiantes de Ciencias Econdmicas | AECUC3M




Union de Estudiantes de Ciencias Econdmicas

Tema 1 Modelizacidn y Datos Economéricos

Concepto de Modelo Economérico

Concepto de
Econometr

e La Econometr & se basa en el desarrollo de méodos estad Bticos destinados a estimar las
relaciones econdmicas.

o La Econometr & se centra en los problemas inherentes a la recopilacién y al andisis de datos
econ@micos no experimentales.

o La Econometr & es una rama de la Estad ®tica basada en el planteamiento de modelos que
relacionen variables econdnicas.

¢ Uno de los objetivos principales de la Econometr & es realizar andisis causal, que permite
determinar los efectos de ciertas pol ficas; y caracterizar y cuantificar la relacicn de
comportamiento entre variables econdnicas.

Componentes
del modelo
economérico

o Las variables:
1. \Variables observacionales: Son aquellas que se pueden medir.
a) Variable Dependiente: Es aquella que tratamos de explicar.
b) Variable Independiente: Es aquella que explica o causa a la variable dependiente.
Dicho de otra forma, la variable dependiente estaracausada por las variables
independientes.

y X
Variable dependiente Variable independiente
Variable explicada Variable explicativa
Variable respuesta Variable de control
Variable predicha Variable predictor
Regresando Regresor

2. Variables no observacionales: Son aquellas que no se pueden medir por estar contenidas
en el té&mino de error.
o Los Paranetros: Si estén contenidos en la ecuacién del modelo, se llamar&n pardametros
estructurales.
¢ Los Datos:
1. Datos de Seccicn Cruzada o Corte Transversal:
a) Definicidn: Son conjuntos de observaciones de una o m& variables medidas en
distintas unidades econdnicas.
b) Ejemplo: Salario de un grupo de trabajadores de una empresa; Ventas de un
conjunto de empresas en 2009, etc.
2. Datos de Serie Temporal:
a) Definicicdn: Son conjuntos de observaciones de una o m& variables medidas a lo
largo del tiempo en per bdos regulares.
b) Ejemplos: El IPC mensual, el crecimiento del PIB trimestral,etc.
3. Datos de Panel:
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a) Definicicn: Son conjunto de observaciones de una co m& variables medidas en
distintas unidades econdnmicas, en dos per bdos distintos de tiempo, entre los que
se produce un cambio estructural.

b) Ejemplo: Medimos el precio de un conjunto de viviendas antes y después de
construir un verdadero pré&imo.

Propiedades de las Esperanzas, Covarianzas ,Varianzas, Sumatorios y L imites Probabil sticos

Propiedades de
las Esperanzas

e E(k)=k

e E(k+X)=k+tEX)

e E(k*X)=k+E(X)

cEX+tY+Z)=EX)tEY)XE®2)

e E(X*Y)=EX)*E(Y),si X eY estan incorrelacionadas o son independientes.

Propiedades de
las Varianzas

e Var(k) =0

e Var(k £ X) = Var(X)

e Var(k =« X) = k? «x Var(X)

eVar(X+Y)=Var(X) + Var(Y) £ 2 * Cov(X,Y)

e Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y),si X e Y estan incorrelacionadas o son independientes.

e Var(aX + bY) = Var(aX) + Var(bY) + 2Cov(aX,bY) = a?Var(X) + b*Var(Y) + 2 x a *
b * Cov(X,Y)

Propiedades de
las
Covarianzas

e Cov(k,X)=0

e Cov(X,X) =Var(X)

e Cov(X,Y) = Cov(Y,X)

e Cov(aX,bY) =axbx*Cov(X,Y)

e Cov(XtY,Z)=Cov(X,Z) £+ Cov(Y,Z)

o Cov(a+bX+CY,Z)=Cov(a,Z) + Cov(bX,Z) + Cov(CY,Z) = b * Cov(X,Z) + c *
Cov(Y,Z)

Propiedades de
los Sumatorios

¢ La suma del producto de una constante por una variable, es igual a k veces la sumatoria de la
variable.

1=
w-
23
I
k‘
g
>

i=1 i=1

¢ El sumatorio hasta N de una constante, es igual a N veces la constante.

n
Zk=n*k
i=1

¢ El sumatorio de una suma es igual a la suma de las sumatorias de cada t&mino.

n n n
Z(Xi +Y) =ZXi +2Yi
i=1 i=1 i=1

¢ El sumatorio de un producto no es igual al producto de las sumatorias de cada t&mino.

n n n
D XirViE Y Xix ),
i=1 i=1 i=1
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¢ El sumatorio de los cuadrados de los valores de una variable no es igual a la sumatoria de la

variable elevado al cuadrado.
n n
z X? # (Z Xl->
i=1 i=1

o Aplicacidn de las propiedades de los Sumatorios:
1. Cd&culo de la Varianza de X:

2

n
Z(X -X)? = Z(XZ—ZXX+X2) sz—zz:)(x Z
i=1
n n n n n n
— X 2 X.X + l=1Xl v 2 = —
= F— i n* * X = Xf—=2) XX+ ) XX
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
=) XD XX =) X - D)
i=1 i=1 i=1

2. Cdculo de la Covarianza entre X e Y:
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Propiedades de
L mites
Probabil sticos

¢ El I mite probabil Btico de un constante es igual al constante.
p lim (k) =k
n—oo
¢ El I mite probabil Btico del producto de un constante por una variable es igual al constante por el
| mite probabil fico de la variable.
p lim (kX) = k * p lim (X)
n—-oo n—-oo

e El | mite probabil Btico de una suma o resta de dos variables es igual a la suma o resta de | mites
probabil sticos de las dos variables.

plim(X+Y)=p 11m (X) +p 11m (Y)

n—oo

¢ El | mite probabil stico de un producto entre dos variables es igual al producto de los | mites
probabil sticos de las dos variables.
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plim(X*Y)=p lim(X) *p lim (V)
n—-oo n—-oo n—oo

¢ El I mite probabil Btico de un cociente entre dos variables es igual al cociente de los | mites
probabil Bticos de las dos variables.

x_ plim(X)
. _ — n—oo

P am G = S lim ()
n—oo

Concepto de Esperanza Condicionada y Causalidad CETERIS PARIBUS

Introduccidn

¢ El objetivo de los modelos economéricos es predecir Y en funcidn de X.

¢ Dando por hecho que entr ambas variables existe una relacicn de causalidad, es decir, que Y esta
causada por X puede demostrarse que la mejor prediccién de Y en funciédn de X es la Esperanza
de Y condicionada a X, E(Y/X), o Esperanza Condicional. También se le conoce como Funcién
de Regresicn Poblacional.

Efecto Causal

¢ El objetivo de los economistas es inferir si una variable tiene un efecto causal sobre otras
variables.

o Para obtener este efecto causal, debemos aislar el efecto de las otras variables influyentes en el
salario.

¢ Esto es lo que se conoce como causalidad CETERIS PARIBUS, es decir, mantenemos constantes
el resto de variables influyentes en Y.

Propiedades de
las Esperanzas
Condicionadas

e E(k/X) =k
e Suponemos que Z=g(X)
E(Z/X) =E@X)/X) = g(X)
e Suponemos que Z=a+bX+cY
E(Z/X)=E(a+bX+cY/X)=E(a/X)+EMBX/X)+E(Y/X)=a+bX+c+E(Y/X)
e Ley de Esperanzas Iteradas:
E(Y)=E[E(Y/X)]
e Descomposicicn de la Varianza Marginal:
Var(Y) = E[Var(Y/X)] + Var[E(Y /X)]

Apuntes Realizados y Distribuidos por ZHOUJIE MA

% o
A SEEREHSHASEARENS
ASOCIACION DE ESTUDIANTES CHINOS DE
LA UNIVERSIDAD CARLOS Iil DE MADRID




Union de Estudiantes de Ciencias Econdmicas

Tema 2

Modelo de Regresicn Lineal Simple

Concepto y Tipos de Prediccicn

Concepto

¢ El objetivo del Modelo de Regresién Lineal Simple es predecir la variable dependiente Y,
utilizando la informacién de la variable independiente X.

¢ El concepto de prediccidn consiste en elaborar una prediccién ¢(X), al ser una funcié de x.
Evidentemente cometeremos un error de prediccicn (u), que ser&la diferencia entre el valor real
de Yy nuestra prediccicn c(X):

U=Y —c(X)

e Como el error de prediccidn (u) puede ser positivo, negativo o nulo, para asegurarnos de que
siempre obtengamos magnitudes positivas, definimos el Error Cuadr&ico Medio de la Prediccicn
ECM (u):

ECM(U) = E[Y — c(X)]?
o Nuestro objetivo es encontrar la prediccién ¢(X) que haga que el ECM (u) sea m mimo.

Tipos de
Prediccicn

o Mejor Prediccién Constante:
a) Supuesto: No conocemos la informacicn de la variable X y la funcién c(X)=c
ECM(U) = E[Y — C]?
b) Minimizando esta funcicn, obtenemos la mejor prediccicn constante de la variable Y.
c) Predictor: La media poblacional es el mejor predictor constante de la variable .
c=E()
o Mejor Prediccicn Lineal:
a) Supuesto: Conocemos la variable X para predecir la variable Y, y la funcicn ¢(X) es de tipo
lineal, de tal manera que c(X) = ¢y + ¢; * X.
ECM(U) =E[Y —c(X)]? =E[Y —(co+ ¢, *X)]> = E[Y — ¢y — c; * X]?
b) Minimizando este error cuadr&ico medio, obtenemos la mejor prediccin lineal, y la
llamamos Proyeccicn Lineal de Y/X o Predictor Lineal Optimo de Y/X.
LY/X)=ay+a; X
ay=EY) - E(X)

1¢8%)
“ETVm
C(X,Y)
LO/K) = g + @y X = B(N) + =70 (X = ECD)

¢ La Mejor Prediccidn:

a) Supuesto: Conocemos la variable X antes de hacer la prediccién de la variable Y. En este caso,

la funcidn c(X) puede ser lineal o no lineal, pero en general es desconocida.
ECM(U) = E[Y — c¢(X)]?

b) Minimizando esta funcicn, obtenemos la mejor prediccicn de la variable Y, que serala
Esperanza de Y condicionada a X, E(Y/X), o Funci& de Esperanza Condicional.

c) Si E(Y/X) es Lineal, entonces coincidiracon la proyecci lineal:

E/X)=L(Y/X)=ay+a; X
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d) Si E(Y/X) no es lineal, entonces no coincidiracon la proyeccicn lineal.
EY/X)=ap+ta;*X+a,*X?>#L(Y/X)=ag+a, X

Supuestos del Modelo de Regresicn Lineal Simple

Linealidad en Y=0Fy+B1*X+e¢

los Par&metros | e Esto quiere decir, que el modelo ser&lineal si los parametros (B, ,81) son lineales.

del Modelo ¢ Por lo tanto, un modelo puede no ser lineal en variables, pero s #lo es en per&netros, se
considerarague cumple este supuesto.

E(e/X)=0 e Suponemos que E(eg/X) = 0, donde ¢ es el t&mino de error o peturbacidn, y es una variable

aleatoria que recoge el efecto de las variables explicativas no incluidas en el modelo.
¢ Implicaciones del Supuesto:
1. Se cumple que E(g) = 0.
2. La Cov(X, &) = 0, Incorrelacién entre Xy &, también se puede decir que X es ex&eno.
3. La funcidn de Esperanza condicional seralineal, es decir, E(Y/X) = Bo + B1* X

Homocedastici
dad

e Supone que la Varianza Condicionada del Error es Constante e igual a 2.
V(e/X) = E(¢%/X) = o?
¢ Implicaciones del Supuesto:
1. V(e) =02
2. V(Y/X) = o?

Estimacidn del Modelo: M nimos Cuadrados Ordinarios

Principio de
Analog B

e Las expresiones que se cumplen en t&minos muestrales también se cumplirdn en t&minos
poblacionales (y viceversa).

POBLACIONAL MUESTRAL

Bo = E(Y) — ,E(X) Bo=7—Pi*%x
c(X,Y) =~ _ Sxy
N7I09) h=g

E(Y/X)=Bo+Bi*X 9=Bo+Bi*x

Condiciones de
Primer Orden
para las
Estimaciones
MCO

e Las condiciones de primer orden para las estimaciones MCO es una expresicn que viene del
cdculo de optimizacidn.

e La expresicn M mimos Cuadrados Ordinarios viene del hecho de que estos valores estimados
minimizan la suma de los cuadrados de los residuos.

e Minimizar la Suma de los Cuadrados de los Residuos:
Dadoque =B, +B *x+ & porloque é=9—Py — By *x
Nuestro objetivo es minimizar la suma de los residuos al cuadrado, es decir:

n

min » (9 fo B )"

OP1i=1

Una condicién necesaria paraque B, y B; Sean soluciones del problema de minimizacicn es
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que las dedivadas parciales de la funcicn sea igual a 0.

of . N T — N ) — 0
= 2;@ B - x)—o,;(y Bo—Frxx)=0;

) = o = S
6—[%0; _2;95(}7—50—51*35)=0F;x(}7—ﬁo—ﬁl*x)=0

Por lo tanto observamos que para que B, sea un estimador &ptimo, la condicicn es que
¥* (¢) =0,yparaque B, seaun estimador ¢ptimo, la condicién es que Y™, xe = 0.
Y estas dos condiciones son las dos implicaciones de uno de los supuestos del MRLS:
E(e) =0y Cov(X, &) = E(Xe) = 0.

Propiedades
Algebraicas de
los
Estimadores
MCO

e Lasuma, y por lo tanto, la media muestral de los residuos MCO es nula:

i(e) =0
i=1

Esta propiedad deriva directamente de la condicién de primer orden de los MCO.
¢ La Covarianza muestral entre los regresores y los residuos MCO es nula:

n

er=0

i=1

e El punto (x,y) siempre estasobre la recta de regresicn MCO, es decir
y=PBo+Pi*x

¢ Aplicando las propiedades anteriores, observamos que y =y + ¢, y dado que E(g) = 0, por lo
tanto, y = .

Estimacicn de
la varianza del
error

o Distincién entre los errores y los residuos:

Los errores nunca son observables, y aparecen en la ecuacién que contiene los pardametros

poblacionales:

Y=o+ B1*X+ e (error)
Los residuos se calculan a partir de los datos, y aparecen en la ecuacié estimada:
£ (residuo) =y —Bo—PB1*X=Bo+P1*X+)— By —Pr*X
=5—(BE—.30)—(E—,81)*X
e Estimacidn de la varianza del error:
0% = E(?)
Luego, un estimador de o2 seri:

~ Y, &% SCE
O' = = —

n n
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Sin embargo, este estimador tiene un sesgo, porque no considera las restricciones que los residuos
MCO deben satisfacer. Estas restricciones vienen dadas por las dos condiciones de primer orden
del estimador MCO: Yi“,(e) =0y Y-, xe = 0.

Un estimador insesgado de o2 ser&:

— ?=1é2_SCE
9t = n—-2 mn-—2

Propiedades de los Estimadores MCO

Teorema de ¢ De entre todos los estimadores, los estimadores MCO son lineales, insesgados y tienen varianza
Gauss-Markov m nima, es decir, que son Gptimos.
Linealidad e Significaque B, y B, son en realidad, funciones lineales de V.
Po=y—Bi»x
7= Sxy _ Yie1(x; — )y —¥) _ i Y. siendo . = (x; — %) Ve
1 S,% 2?21(xi _ f)z -~ it i 1{1:1(xi _ f)z 'y i yL y
Insesgadez ¢ Decimos que un estimador es insesgado o centrado cuando su esperanza es igual al parémetro que
estimamos.
E(Bo) = Bo
E(B) =B
Varianza e Puede demostrarse que B, y B; de MCO tienen m mima varianza, y por tanto, sern los
m nima estimadores m& eficientes.

2

— o
Vb)) =z
%Y xf

T

Consistencia

e Los estimadores B, y fB; son estimadores consistentes si a medida que se incrementa el tamaf
muestral, su valor se aproxima al verdadero pardametro poblacional. En té&minos economéricos,
la consistencia equivale a convergencia en probabilidad.

p lim [3] = ,Bj

n—oo

Interpretacién de los coeficientes

Introduccidn

¢ Al plantear cualquier modelo de regresicn, nuestro objetivo es interpretar el efecto de x sobrey.

e Para que los parametros de un modelo puedan interpretarse, el modelo tiene que ser lineal en
paranetros.

e Como vimos, la condicién para que el modelo sea lineal era el cumplimiento del E(e/X) = 0.
Esto viene a significar que, si E(g/X) # 0,entonces los paranetros no tendran interpretacia.

e Concepto de Variacicn Absoluta, Variacicn Relativa y Variacicn Porcentual:
Ejemplo: Supongamos que el salario de un individuo (x) al mes son 2000€, y su salario se
incrementa hasta 2500€. Vamos a calcular la variacion absoluta, relativa y porcentual del salario:
Variacidn Absoluta:

Ax = xq —x¢ = 2500 — 2000 = 500€
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Variacid Relativa:

Ax_xl—x0_2500—2000_500_025
x  x, 2000 2000

Variacién Porcentual:

Ax
— 100 = 0,25 * 100 = 25%

Concepto de
Elasticidad y
Semielasticida
d

¢ Elasticidad: Cuando las 2 variables estén expresados en funcicn de Ln.
Ln(Y) = Bo + 1 * Ln(X)
¢ Semielasticidad: Cuando sdo 1 de las variables se ve afectado por Ln.
Y =By + By * Ln(X)

Modelo Lineal Y=Bg+B1*X+c¢
o Interpretacicn de B;:
Pr =1z AY = B1+AX
Ante un incremento de 1 unidad en X, le corresponde en promedio una variacién de ; unidades
enY.
e Elasticidad de Y con respecto a X:
AY
~ AV X X
Ey,x =§=§*7=31*7
X
En este modelo, la elasticidad no es constante, puesto que depende de los valores de X e Y.
Modelo InY)=Bo+B1*xX +¢

Logar Emico-Li
neal

o Interpretacicn de By:

AY

A
ALn(Y) = _Ar 1
100+ f, = 5+ 100 %AY = (100 + B)AX

Y
1T TAax A MY

Ante un incremento de 1 unidad en X, le corresponde en promedio una variacicn de 100 * f3;
puntos porcentuales en Y.
e Elasticidad de Y con respecto a X:

AY

T AY X
Prix=ar =gy ty =heX

X

En este modelo, la elasticidad no es constante, puesto que depende del valor de X.

Modelo
Lineal-Logar
mico

Y=,80+,[)’1*Ln(X)+S
e Interpretacicn de S;:
AY AY AY
ALn(X) ~ B T ax
X

B1
100

AY
*X; 100 % By = 5+ 100; AY = (

X

p1= ) %AX

Ante un incremento de 1 punto porcentual en X, le corresponde en promedio una variacicn de

B_10 unidades en'Y.

e Elasticidad de Y con respecto a X:
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AY

~ AY X 1
EY/XZEZE*?zﬁl*?
X

En este modelo, la elasticidad no es constante, puesto que depende del valor de Y.

Modelo Doble
Logar Emico

In(Y) = Bo+ B *Ln(X) + ¢
o Interpretacicn de B;:
AY AY
Aln(Y) — AY X ~
LS )~ AT 100 * By = 2% 100 ; %AY = B1%AX
X X

Ante un incremento de 1 punto porcentual en X, le corresponde en promedio una variacién de S,
puntos porcentuales en Y.

e Elasticidad de Y con respecto a X:

>

Y
AY X

_ Y
EY/X_E_E*Y_ﬁl
X
En este modelo, la elasticidad es constante.

Unidades de
Medida

¢ Los estimadores MCO cambian en una forma totalmente previsible cuando se modifican las
unidades de medida de las variables dependientes e independientes.

¢ Si la variable dependiente (YY) se multiplica por la constante ¢, entonces los valores estimados
MCO del t&mino constante y de la pendiente también se multiplican por c.

cxY=c*x(Bo+Pr1*xX+e)=c*xBo+c*Pf1*xX+c*e

¢ Si la variable independiente (X) se divide o se multiplica por una constante no nula, ¢ , entonces
el coeficiente de la pendiente MCO se multiplica o se divide por c, respectivamente. EI cambio
sdo en las unidades de medida de la variable independiente no afecta al t&mino constante.

Y=Fg+c*f1xX+¢

Bondad de Ajuste

Suma de
Cuadrados

e Suma de Cuadrados Total (SCT): SCT=SCM+SCE

Zn:(yl' - y)?
=1

e Suma de Cuadrados del Modelo (SCM):

i(ﬁ -7
i=1

e Suma de Cuadrados de los residuos (SCE):

n

i=1

R-cuadrado

¢ Es una forma de medir la capacidad de la variable independiente o explicativa X de explicar la
variable dependiente.
e R-cuadrado es la proporcicn de la variacicn explicada en comparacién con la variacidn total.
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¢ Se interpreta como la fraccidn de la variacién muestral en Y que viene explicada por X.
e 0<R*’<1
e 100*R2es el porcentaje de la variacién muestral de Y que viene explicada por X.
, _SCM _  SCE
SCT SCT
e R? también es igual al cuadrado del coeficiente de correlacién muestral entre y y .
yo9
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Tema 3 Modelo de Regresicn MUtiple

Modelo con k variables explicativas

Supuestos del
Modelo de
Regresicn
Mditiple

¢ Linealidad en los par&metros:
Y=Bo+Br1*xXi+Ba*xXog+ -+ PpxX +e
Esto quiere decir, que el modelo seralineal si los paranetros (B, , 1, B2 ---Bx) son lineales. Por
lo tanto, un modelo puede no ser lineal en variables, pero sTlo es en perémetros, se considerara
que cumple este supuesto.
e E(e/X1, X2, ... X;) = 0:
Se trata de un supuesto fundamental del modelo y tiene las siguientes implicaciones:
4. Se cumple que E(g) = 0.
5. La Cov(Xy,X3, ..., Xk €) = 0, Incorrelacicn entre X3, X5, ..., X, Y €.
6. La funcidn de Esperanza condicional seralineal, es decir:
EY/X1, X2, .. Xp) =Bo+B1*x X+ P2+ Xz + -+ B+ Xi
e Homocedasticidad:
Supone que la Varianza Condicionada del Error es Constante e igual a 2.
V(e/X1,Xo, ... Xy) = E(€2/X1, X2, ..., Xg) = 0
Implicaciones del Supuesto:
3. V(e) = o2
4. V(Y/X1, X0 s X)) = 02
¢ No Colinealidad Perfecta:
Supone que no existe ninguna combinacicn lineal exacta entre variables explicativas, porque si
existiese, el modelo presentar & multicolinealidad o Colinealidad y no podr&estimarse.
Es importante tener en cuenta que el supuesto s Ipermite que las variables independientes estén
correlacionadas, 1o que no pueden es estar perfectamente correlacionadas.
Ejemplos de combinaciones exactas de variables:
X, +X,=1
X, —2X, = X3
X, = 2X,

Modelo con
dos variables
explicativas

Y=Bg+P1*X1+PxX;+¢€

Bo = E(Y) — B1E(Xy) — BE(X2)
B, = V(X)) * C(X1,Y) — C(X1,X3) * C(Xp,Y)
T V(X)) * V(X)) — [C Xy, Xo)]?
B, = V(X1) * C(X2,Y) — C(X1,X3) * C(Xy,Y)
’ V(X1) * V(X)) = [C(X1, X2)]?

Un caso especialmente importante en este modelo es el caso de Incorrelacidn entre X; y X,, s
decir, C(Xy,X,) = 0. Por lo tanto:
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_ V(X;) * C(X1,Y) _ C(Xy,Y)
h=Tao-von ~ v
_ V(X1) * C(X3,Y) _ C(Xy,Y)
b=y - Ve

Estimacicn del Modelo de Regresiécn Mdtiple: MCO

Condicién de Dadoque § =By + By *X; +Bs* Xy + -+ B * X + €,
Primer Orden porloque é =9 — By — B * Xy — By * Xp — - — B * Xy,
Nuestro objetivo es minimizar la suma de los residuos al cuadrado, es decir:
n
, N o~ — — 2
mLEZ(y—ﬁo —Bi* Xy — By x Xy — = B * Xi)
ﬁOJﬁl i=1
Una condicién necesaria paraque B, y B; Sean soluciones del problema de minimizacién es
que las dedivadas parciales de la funcicn sea igual a 0.

of ST _ _
= 0;-2) (9-Fo—FixXs—Fr < Xp— = Bex X) = 0
n
DG -Fo-BirXy—FrxXp— = FexXi) = 0
i=1
n
of o A _
=0, -2 ) (- Fo—FiXs— By # Xy — =Bt X) = 0
9By —
n
D X -Fo- B Xy =B Xy == Bex X) = 0
i=1
n
of L — A _
==0 _szz(y_ﬁo —Bi* Xy —Bpx Xy — = B X)) = 0;
95 i=1
n
D X9 Fo—Bix Xa =B Xo == B+ %) = 0
i=1
Propiedades e La media muestral de los residuos es cero. Y’ ;(¢) =0
Algebraicas de | e La Covarianza muestral entre cada variable independiente y los residuos MCO es cero, de lo que
los se desprende que la covarianza muestral entre los valores ajustados MCO y los residuos MCO es
Estimadores cero. Y, x; k=0
MCO e El punto(X;, X, ..., Xk ; Y) siempre estésobre la recta de regresich MCO.
Interpretacicn de los Coeficientes en un Modelo de Regresicn Mdtiple
Interpretar la 9 =Bo+PBr*Xi+ By Xo
ecuacicn de la | o El pardmnetro del témino constante B, es el valor predicho de y cuando X;=X,=0. Siempre se
regresion necesita el paranetro del t&mino constante para obtener una prediccicn de y a partir de la recta
MCO para 2 de regresicn MCO.
variables e Los valores estimados B, y B, tienen interpretaciones de efecto parcial o ceteris paribus.
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independientes

Ay = BiAX, + BoAX,
Cuando X, se mantiene fijo, de forma que AX, = 0, entonces:

Ay = B1AX,
Cuando X; se mantiene fijo, de forma que AX; = 0, entonces:
Ay = B,AX,

Interpretar la
ecuacicn de la
regresion
MCO para
mas de 2
variables
independientes

P=Bo+Bi*Xi +Brx Xy + -+ P *x X+ &
e Escrito en t&minos de cambios:
Ay = BiAX, + BoAX, + - + BrAX,
¢ El coeficiente de X; mide el cambio en § por cada incremento en una unidad de X;,
manteniendo fijas las restantes variables independientes.
Ay = B1AX,
e La utilidad del andisis de regresicn mdtiple reside en que nos proporciona una interpretacicn
ceteris paribus aun cuando los datos no hayan sido recogidos de una forma ceteris paribus.
o La utilidad del andisis de regresién mdtiple reside en que nos permite hacer en un medio no
experimental lo que los cient Ficos hacen en el medio controlado de un laboratorio: mantener
fijos el resto de los factores.

Formas ¢ Cuando planteamos el modelo de regresidn, el primer supuesto que realizamos es la linealidad en
Cuadréticas los par&metros. Sin embargo, las variables no tienen porquéser lineales.

o Puede ocurrir que al plantear un modelo de regresié para recoger el efecto de alguna variable
explicativa, no baste con incluirla en forma lineal, sino que tengamos que incluir un t&mino
cuadréico.

J=Bo+ P * X1+ By X, + B3+ X2 + &

¢ Cuando la variable contiene un té&mino cuadrdico, la interpretacié se realiza a partir de la

primera derivada del modelo:
ay -
ox, = B2 + 2B:X;

e Sustituyendo las derivadas por los incrementos:

AY —
AX, = B2 + 2B3X;
Ay = (B; + 2B5X)AX,
e Interpretacicn del efecto de la variable independiente X5:
Ante un incremento de 1 unidad en X, le corresponde una variacién en promedio de (B, +
2B5X,) unidades en Y, manteniendo el restos de variables independientes fijos.
Por tanto, este efecto no es constante, y dependeradel valor que tome X,.
Té&minos de e Puede ocurrir que al plantear un modelo de regresicn, el efecto de una variable explicativa
Interaccicn dependa de otras variables explicativas del modelo. Cuando esto ocurre, es necesario introducir

té&minos de interaccidn.
e Para obtener en este caso el efecto parcial ceteris paribus de X;, habr&que plantear la siguiente
derivada:

Apuntes Realizados y Distribuidos por ZHOUJIE MA

2
2
A SEEREHSHASEARENS
) ASOCIACION DE ESTUDIANTES CHINOS DE
Y LA UNIVERSIDAD CARLOS Iil DE MADRID




Union de Estudiantes de Ciencias Econdmicas

ay -
6_X1 = 1 + B3X;

¢ Sustituyendo las derivadas por los incrementos:

AY —_
A_X1 = By + B3X;

Ay = (By + B3X,)AX,
o Interpretacidn del efecto de la variable independiente X;:
Ante un incremento de 1 unidad en X,, le corresponde una variaciécn en promedio de (B, +
B3X,) unidades en Y, manteniendo el restos de variables independientes fijos.
Por tanto, este efecto no es constante, y depender&del valor que tome X,.

Propiedades de los Estimadores de MCO: Teorema de Gauss-Markow

Teorema de ¢ De entre todos los estimadores, los estimadores MCO son lineales, insesgados y tienen varianza
Gauss-Markov m nima, es decir, que son Gptimos.

Linealidad « Significa que By, B, B -, Bx Se pueden expresar mediante una combinacién lineal de Y.
Insesgadez e Si se cumple el supuesto E(g/Xq,X>, ..., X)) = 0, entonces los estimadores MCO serén

insesgados:
E(B) =B
Varianza e Se puede demostrar que los estimadores MCO tienen la menor varianza de entre todos los
M nima estimadores lineales e insesgados.

0.2

SCT; * (1= R})

v(B) =

Donde SCT; = YLy (xi; — ;)" es la varianza muestral total de x;,y R? es el R-cuadrado de la

regresicn de x; sobre el resto de las variables independientes.

Consistencia

e Los estimadores By, B1,B; ..., Bx son estimadores consistentes si a medida que se incrementa el
tamafr muestral, su valor se aproxima al verdadero paranetro poblacional. En té&minos
economéricos, la consistencia equivale a convergencia en probabilidad.

p lim [3] = ,Bj

n—oo

Inferencia en los Modelos de Regresicn

Contraste de
Hip&esis de un
Unico
parametro
poblacional

Y=Bo+B1*Xi+ B+ Xog+ -+ B+ Xy +¢
e Hipdesis nula:
Hy:Bj =0
Interpretaciin:
Contrastar que x; no tiene ningCn efecto sobre el valor esperado de Y.
e Estad stico de Contraste:

~

B,
tB; =—=

s(B))

1. Como s(ﬁj) siempre es positivo, th') tiene el mismo signo que E
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2. Laestimacién puntual E] nunca seraexactamente igual a 0, sea 0 no cierta la hip&esis nula.
La cuesticn es saber a quédistancia estéﬁ] de 0.

3. Estamos contrastando hipdesis sobre los parametros poblacionales. No estamos
contrastando hipd&esis sobre las estimaciones obtenidas de una muestra particular.

4. En Econometr B, todas las muestras son Asintdicas (n>30), y estos estad Bticos convergen a
una distribucié normal: t,_,_; = N(0,1)

e Contraste frente a alternativas unilaterales:
Hy:B; >0

1. Bajo la hipdesis alternativa f; > 0, el valor esperado de tg, €s positivo.

2. Regla de Rechazo: ti)’] > ¢, siendo c el valor criico.

3. Para grados de libertad mayores que 120, se pueden usar los valores cr ficos de la normal
tipificada.
Hl: ﬁ] < 0

1. Bajo la hipdesis alternativa f; < 0, el valor esperado de tg, €s negativo.

2. Regla de Rechazo: tZ?] < —c, siendo c el valor cr fico.

¢ Contraste frente a alternativas bilaterales:
Hy:B; #0
1. Bajo esta alternativa, x; tiene un efecto ceteris paribus en 'Y, sin especificar si el efecto es
positivo o negativo.

2. Regla de Rechazo: |tﬁj| > ¢, siendo c el valor crfico.

o Interpretacidn del Resultado de Contraste:

1. Siserechaza Hy, decimos que x; es estad Bticamente significativo.

2. Sinoserechaza Hy, decimos que x; es estad Bticamente no significativo.
e Contraste de otras hipdesis sobre g;:

HO: ﬁ] = a]
_ ([?} - a;) _ (valor estimado — valor hipotético)
By — s(B) - error estandar

e Cdculo de p-valores:
El p-valor es el nivel de significatividad m& pequefo al que se rechazar & la hip&esis nula.
P(IT| > [¢])
e Intervalo de Confianza:

1¢= |6, £ 2 55)|

Contraste de
Hipd&esis
acerca de una

e Hipdesis nula:
Hy: By = B>
Ho:p1 —B2=0
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Unica
combinacién
lineal de los
parametros

o HipQ&esis Alternativa:
Hy:p1 < B>
Hy:p1— B2 <0
e Estad ¥tico de Contraste:
_ (B1—B2)
tz; =
7 s(B1— B2)

Cdculo de s(B; — B2):
V(Bi = Bz) =V(B1) +V(B.) — 2C(B1, B2)

1
. 12 12 /2
s(Bi = B2) = {[s(BD]" + [s(B)]" - 2512
e Otra forma de cdculo:
Y=Bo+P1*xX;+P*xXy+P3*xX3+¢€
Ho:gl = O,SiendO 91 = ﬁl - BZ
6
ty = ——
By s(61)
Sustituir B; = 6, + B, en laregresicn original y estimamos:
Y =B+ (01 +B)*X1 +Br*xXp+B3*xXs+te=Po+0; xX; +Bo(X; + Xp) + B3 x X3+ ¢

Contraste de
Restricciones
Lineales
Mudtiples

e Nocich bésica:
1. El contraste de Restricciones Lineales MUtiples se utiliza para contrastar si un conjunto de
variables independientes no ejerce un efecto parcial sobre la variable dependiente.
2. Modelo No Restringido: Aquel modelo inicial que contiene todas las variables explicativas.
3. Modelo Restringido: Aquel modelo resultado de haber sustituido las hip&esis nulas en el
modelo inicial.
e Contraste de Restricciones de Exclusicn:

Modelo no restringido:
Y=Bo+P1*X1+Bo*Xo+P3*xXz+PaxXy+Ps*Xs+e¢

Hipd&esis nulas y alternativas:

Hyp:B3=0,8,=0,5=0
Hy: Hy no es verdadera

Modelo restingido:
Y=Bg+pB1*X1+B,xX;+¢

Estad stico de Contraste:
SCER—SCENR

_ q
F= SCER = Fgn—k-1

n—-k—1
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Como SCER no puede ser menor que SCEyr, €l estad Btico F es siempre positivo.
En Econometr &, todas las muestras son Asintdicas (n>30), y estos estad Bticos convergen a una
distribucién chi-cuadrado x*: g *xF =w — x2

_ SCEg — SCEyg

2
W=——ep— M7 X

Notacidn:
g= numero de restricciones de exclusicn de H,.
k= nUmero de variables explicativas del modelo no restringido.

Interpretacién del Resultado de Contraste:
1. Siserechaza Hy,, decimos que X;,X,, ..., X} son estad Bticamente significativa de forma
conjunta al nivel de significatividad adecuado.
2. Sinoserechaza H,, entonces las variables son conjuntamente no significativas.
¢ Relacid entre los estad Bticos ty F:
Se puede demostrar que el estad Btico F para contrastar la exclusién de una Cnica variable es igual
al cuadrado del estad tico t correspondiente.
F =t?
O bien,
w = t?

¢ La forma R-cuadrado del estad tico F:

1. Unarazd para utilizar la forma de R-cuadrado se halla en que el R-cuadrado estasiempre
entre 0y 1, mientras que las SCE pueden ser muy grandes dependiendo de las unidades de
medida de .

2. Forma R-cuadrado del estad ®tico F:

En Econometr &, todas las muestras son Asintdicas (n>30), y estos estad Bticos convergen a una
distribucién chi-cuadrado x*: g *xF =w — x2

_ Rir —R&
-~ 1-R%,
3. Como R%yp > R, esto demuestra de nuevo que el estad Btico F siempre ser&positivo.
4. Esimportante no elevar al cuadrado el R-cuadrado antes de introducirlo en la f&mula, puesto
que la elevacidn al cuadrado ya se ha realizado.

*Nn > Xé

e El Estad stico F para la significatividad conjunta de una regresicn:
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Modelo no restringido:
Y=Fo+B1*X1+Bo*Xo+P3*Xs+Pa*Xy+Ps*Xs+ ¢

Hipd&esis nulas y alternativas:

Hy:Br =B, =PB3=Pa=Ps=0
Hlﬁ]¢0

Modelo restingido:
Y = ﬁo + &

Estad stico de Contraste:
Riir
K
F=1mg- = Fan-k-1
n—-k-1
En este caso, R-cuadradode Y = S, + ¢ esigual a 0.

e Contraste de Restricciones Lineales Generales:

Modelo no restringido:
Y=Fo+B1*X1+Po*Xo+P3*Xs+PaxXy+Ps*Xs+ ¢

Hipd&esis nulas y alternativas:
Ho:pr=1Br=P3=P1=Ps=0
Hl:ﬁj ¢ 0

Modelo restingido:
Y = ‘80 + Xl + &
Y — Xl = ‘80 + &

Estad stico de Contraste:
SCER—SCENR

_ q
F= SCER - Fq.n—k—l

n—-k—1

En este caso, el modelo restringido es un modelo con un té&mino constante, pero con una variable
dependiente diferente de la del modelo no restingido. Por lo tanto, no podemos utilizar la forma
R-cuadrado del estad stico F.

Como Regla General, deber & usarse la forma SCE del estad #tico F si la regresién restringida
presenta una variable dependiente distinta a la de la regresién no restringida.
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Tema 4 Variables Binarias

Variables Binarias

Introduccidn

¢ En la investigacién economérica suelen aparecer fendmenos de discriminacién por razén de
sexo, raza, nivel de estudios, lugar de residencia, etc, que no pueden analizarse utilizando
Unicamente variables cuantitativas.

e Para analizar estos fené@menos discriminatorios, necesitaremos introducir informaci& cualitativa
en los modelos.

Concepto

e | as variables cualitativas se introducen en los modelos mediante variables binarias, ficticias o
dummies.
o Se trata de variables que toman Unicamente dos valores:
1. Valor 1: Cuando el individuo o el elemento analizado cumpla una determinada
caracter Btica.
2. Valor 0: Cuando el elemento o individuo analizado no cumple la citada caracter ®tica.
¢ Siempre se cumpliragque podamos definir tantas variables ficticias como niveles o categor Bs que
tenga la variable cualitativa.
¢ Siempre se cumpliraque la suma de las variables binarias de una variable cualitativa es igual a 1.

Mé&odo de
Introduccicn
de las
Variables
Binarias en el
Modelo

e Si el modelo tiene té&mino constante (B,), tendremos que eliminar una variable binaria por cada
variable cualitativa, porque de lo contrario aparecer & un problema de multicolinealidad perfecta,
y el modelo no podr & estimarse.

¢ Si el modelo no tiene té&mino constante, podemos introducir todas las variables binarias.

¢ El objetivo de las variables binarias es comparar regresiones de distintos colectivos y para ello, se
pueden introduir las variables binarias de dos formas:

1. Enforma aditiva: Cuando queramos analizar las posibles diferencias en los t&minos
constantes de las regresiones de los distintos colectivos.

2. En forma de interaccié: Cuando queramos analizar posibles diferencias en las
pendientes de las regresiones de los distintos colectivos.

Modelos B&sicos que utilizan Variables Binarias

Modelo 1

e Para explicar la variable dependiente Y (Salario), utilizamos Unicamente la variable cualitativa
(Sexo) con variables binarias Cnicamente en forma aditiva.
e En primer lugar, tendremos que definir las variables binarias correspondientes a las 2 categor Bs
del sexo:
X, = {1 mujer L X, = {1 homb.re
0 hombre 0 mujer
¢ A continuacicn podremos plantear dos modelos alternativas:
1. Modelo con Té&mino Constante:
En este caso, deber Bmos eliminar una variable binaria para evitar la multicolinealidad,
por ejemplo, X,:
Y=0Fg+PB1*X1+¢
En estos modelos, es especialmente importante la interpretacicn de coeficientes, as icomo
los contrastes de discriminacidn, que sirven para verificar si existen diferencias entre los
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distintos colectivos.
Tomando las esperanzas condicionadas de la ecuacin anterior, vamos a obtener las
ecuaciones salariables de mujeres y hombres:

» Salario Medio de Mujer:

EY/X;=1)=po+p1+E(E/X1=1)=Bo+ P
» Salario Medio de Hombre:
EQY/Xy=0)=po+f1*0+E(e/X1=0) =py
Restando las esperanzas condicionadas, obtenemos:
EY/X,=1)—-EY/X;=0)=p;
Interpretacicn de Coeficientes:
Bo: Salario Medio de los Hombres.
B, La diferencia salarial media entre mujeres y hombres.
Contraste:
Para contrastar si existe discriminacicn salarial entre mujeres y hombres:
Hy: B; = 0 (No hay discriminacion)
Hy:f1 #0 (Haydiscriminacién)
2. Modelo sin Té&mino Constante:
Al no incluir el t&mino constante, podremos introducir las dos variables binarias, y la
educaci& del modelo ser &:
Y=6*X1+8, %X, +¢

Tomando esperanzas condicionadas en la ecuacicn anterior, obtenemos:

» Salario Medio Mujer:

EY/X,=1,X,=0)=6;x1+86,*0+E(e/X;=1,,X,=0)=6;
» Salario Medio Hombre:
EY/X;=0,X,=1)=686;*x0+6,*1+E(e/X;,=1,,X,=0) =6,

Interpretacicn de los Coeficientes:
61 Y 8, ser®n respectivamente los salarios medios de mujeres y hombres.

Contraste:
Para contrastar si existen diferencias salariales entre mujeres y hombres, habr & que
plantear:
Hy: 6, = 6, (No hay discriminacion)
Hy:6, # 6, (Hay discriminacién)
e Conclusitn:

1. Comparando el modelo con té&mino constante y el modelo sin té&mino constante,
deducimos que en los modelos con t&mino constante, el coeficiente de la variable binaria
mide los EFECTOS DIFERENCIALES, mientras que en los modelos sin t&mino
constante, los coeficientes de las variables binarias miden EFECTOS ABSOLUTOS.

Modelo 2

o Para explicar la variable dependiente Y (Salario), utilizamos la variable cuantitativa afps de
estudio (X;) y la variable cualitativa sexo, con variables binarias Cnicamente en forma aditiva.
e En primer lugar, definimos las dos variables binarias correspondientes al sexo:
X, = {1 mujer L= {1 homb_re
0 hombre '’ 0  mujer
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¢ Vamos a centrarnos en el modelo con té&mino constante y para plantearlo, eliminamos una de las
variables binarias, por ejemplo, X;.
o La ecuacidn del modelo ser & la siguiente:
Y=Fo+B1*xX1+B*Xs+¢

e Tomando esperanzas condicionadas en la ecuaci anterior, obtenemos las ecuaciones salariales
de mujeres y hombres:

1. Salario Medio de Mujeres:

EY/X1, X =1)=Po+B1*Xy +Bo*x1+E(e/X, X =1) =By + 1+ X1 + B,
= (Bo + P2) + b1+ Xq

2. Salario Medio de Hombres:

EY/X1,X; =0)=Bo+P1* X1+ Pox 0+ E(e/X1, Xy =0) = o+ 1+ Xy

3. Restando las esperanzas condicionadas:

EY/X1,X; =1)—E(Y/X1,X, =0) = B
o Interpretacién de los Coeficientes:

1. B, Salario medio de los hombres sin estudios (X; = 0).

2. f;: Pendiente de los dos colectivos, y decimos que a un incremento de un afp en los
estudios, le corresponde, en promedio, una variacié de B; unidades monetarias en los
salarios de mujeres y hombres.

3. B,: Diferencia salarial media entre mujeres y hombres a igualdad de afs de estudios, o
manteniendo X; en ceteris paribus.

e Contraste:
Para verificar si existen diferencias salariales entre mujeres y hombres:
Hy: B2 = 0 (No hay diferencias)
Hy: P, #0  (Haydiferencias)

Modelo 3 o Para explicar la variable dependiente Y (Salario), utilizamos la variable cuantitativa afbs de
estudio (X,) y la variable cualitativa sexo, con variables binarias Unicamente en forma aditiva.
e En primer lugar, definimos las dos variables binarias correspondientes al sexo:

|

¢ \Vamos a centrarnos en el modelo con t&mino constante y para plantearlo, eliminamos una de las
variables binarias, por ejemplo, X;.
o La ecuacidn del modelo ser & la siguiente:
Y=Bo+Pr1*X1+B2*xXo+P3x X1 x X, + ¢
o Al incluir la variable binaria X, en forma aditiva y de interaccié con X, este modelo permite
analizar diferencias en el t&mino constante y la pendiente de las regresiones de mujeres y
hombres.

1 mujer | _{1 hombre
0 hombre * "3 0  mujer

e Tomando esperanzas condicionadas en la ecuacicn anterior, obtenemos las ecuaciones salariales
de mujeres y hombres.
1. Salario Medio de Mujeres:
EY/X,Xo=1) =Bo+Br1*xX1+Bo*x1+ B3+ Xy x1+E(e/X1, X, =1)
=Bo+B1*X1+ B+ B3 xXy = (Bo+B2) + (Bt B3)xXq
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2. Salario Medio de Hombres:
EY/X1,X;=0)=Po+P1*X1 +P2x 0+ P3xX; x0+ E(e/X1,X; = 0)
=Po+ b1+ X,
3. Restando las esperanzas condicionadas:
E(Y/X1,X, =1) —E(Y/X1,X, =0) =B + B3 x X3
o Interpretacin de los Coeficientes:
1. B,: Salario medio de los hombres sin estudios (X; = 0).
2. fB;:Aunincremento de un af en los estudios, le corresponde, en promedio, una
variacién de ; unidades monetarias en el salario de los hombres.
3. B,: Ladiferencia salarial media entre mujeres y hombres a igualdad de afps de estudio.
4. 45 Ladiferencia salarial media entre mujeres y hombres cuando ambos incrementan un
afd en sus estudios.

o Adem&, en los modelos con té&minos de interaccicn que incluyen variables binarias, pueden
pedir el EFECTO PARCIAL de la variable explicativa que acompar® a la variable binaria. Por
ejemplo, para hallar el efecto parcial del rendimiento de la educacién (X;):

AY
AX, =p1+ B3+ X;
L&yicamente, este efecto no es constante.

¢ Podr Bmos contrastar si el efecto parcial de la educacién depende del sexo, planteando lo
siguiente:

Hy:53=0
Hi:B; #0
o También se puede plantear otros contrastes como los siguientes:
1. Para contrastar si existen diferencias en el t&mino constante de las regresiones de
mujeres y hombres, planteamos:
Hy: 5, =0
Hi:B, #0
2. Para contrastar si existen diferencias en la pendiente de las regresiones de mujeres y
hombres:
Hy:3=0
Hi:B; #0
3. Para contrastar si existen diferencias salariales entre mujeres y hombres:
Hy: B, =PB3=0
Hy:B, #0y/o B3 #0

Observaciones

o Adem& de estos 3 modelos b&icos, se pueden plantear modelos m& complejos que incluyan 2 o
m&s variables cualitativas e incluso podran aparecer t&minos de interaccin entre 2 variables
binarias.

¢ En cualquier caso, siempre tendremos en cuenta que si el modelo tiene t&mino constante,
tendremos que eliminar una variable binaria por cada variable cualitativa para evitar la
multicolinealidad.

¢ Una vez planteado el modelo, calcularemos las diferencias entre colectivos tomando esperanzas
condicionadas en el modelo poblacional.
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Modelo de Diferencias en Diferencias

Modelo de
Diferencias en
Diferencias

¢ Hasta ahora, todos los modelos planteados se estimaban apartir de datos de seccidn cruzada, que
eran conjuntos de observaciones de una o mé& variables medidas en distintas unidades
econdmicas en un instante de tiempo. Por ejemplo, la renta de un conjunto de individuos en 20009.

¢ Se denominan datos de seccién cruzada fusionadas o datos de panel, a conjuntos de
observaciones de una 0 m& variables medidas en distintas unidades econdmicas en dos per bdos
distintos de tiempo entre los que ha habido algn cambio estructural pol fico, econdmico o social.
Por ejemplo, el precio de un conjunto de viviendas en 2005 y en 2010 entre los que ha habido un
cambio estructural, una crisis econanica.

o Para analizar los efectos de este cambio estructural, se plantea el modelo de diferencias en
diferencias.

Aplicacicn

¢ Nuestro objetivo es evaluar la repercusién de una elevacién del tope m&imo en el subsidio de
desempleo sobre la duracidn.
e Definicicn de las Variables:
Y : Duracién del desempleo en semanas (medida en logaritmos).
¥, = {1 después del cambio de politica
1 0 antes del cambio de la politica

¥, = { 1 rentaalta
27 |0 rentabaja
¢ Escribimos el modelo en té&minos poblacionales:
Y=Bo+Pr1*Xi+B2*xXo+P3x X1 x X, + ¢
¢ La ecuacidn anterior es un modelo de diferencias en diferencias, y tiene como objetivo, analizar
camo y a quién afectarael cambio de pol ficia econd@nica, que en este caso, es la elevacicn del
tope m&imo del subsidio por baja laboral. A priori, esta medida sdo deber & afectar a los
individuos de rentas altas, que perciben el mayor subsidio y no deber & afectar a los de rentas
bajas.
e Comenzamos interpretando los coeficientes de la ecuacin anterior:
1. B,: Laduracidn de la baja laboral en logatirmos para los individuos de renta no alta antes
del cambio.
2. By: Ladiferencia en la duracin de la baja entre antes y después del cambio para los
individuos de rentas no altas.
3. B,: Ladiferencia en la duracicn de la baja laboral entre los individuos de renta alta'y no
alta antes del cambio.
4. B5: Mide el efecto causal del cambio de pol fica, es decir, la diferencia en la duracicn de
la baja laboral de los individuos de rentas altas después del cambio.
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Tema5 Errores de Especificacicn

Omisidn de Variables Relevantes (Subespecificacién del Modelo)

Concepto ¢ Consisite en eliminar del modelo alguna variable explicativa significativa.
¢ La exclusid de una variable relevante o de subespecificacién del modelo.
Omisidn de ¢ Consideremos el siguiente modelo correctamente especificado, que cumple todos los supuestos:
Variables Y=Bg+B1*X1+B,%xX,+¢
Relevantes ¢ Sin embargo, por falta de informacid, decidimos omitir la variable X, que es relevante
(significativa) porque B, # 0. Por eso, planteamos el siguiente modelo mal especificado:
Y=8+6 X +¢
¢ Vamos a demostrar que la omisién de la variable relevante X, hace que en el modelo segundo la
E(e/X{) # 0.
¢ Teniendo en cuenta que el error:
U=p,%X,+¢
¢ Tomando esperanzas condicionadas:
EU/X1) = E(By* Xy + &/X1) = PoE(X2/X1) + E(e/X1) = B2E(X2/X1) # 0
¢ El incumplimiento del supuesto E(U/X;) = 0 provoca que los estimadores de MCO del modelo
segundo sean SESGADOS e INCONSISTENTES.
Sesgo por o Para obtener el sesgo, necesitamos una expresicn que relacione los parametros de los dos
Omisian de modelos anteriores.
Variable o Para ello, partimos de la expresicn de &; Y en ella, sustituimos la variable Y por el verdadero

modelo:
_C(X,Y) C(Xy,Bo+Pr*X1+BaxXy+¢€)
Ve T V(X1
_ C(Xy,Bo) + By * C(X1,X1) + By * C(X1, X3) + C(Xy, €)
- V(X1)
_ Br * V(X)) + By x C(X1,X3) = B+ Py C(X1,X2)
V(Xy) TR v(xy)
e §; noesiguala B porreglageneral: §; esun estimador sesgado de ;.
e El cociente que multiplica 8, tiene una interpretacicn simple: Es simplemente el coeficiente de
la pendiente de la regresién de X, sobre X;.

7 C(XIJXZ)
XZ =Yoo+ " *X1 ,Slendoyl = W
1

e Por lo tanto, podemos expresar de la siguiente manera:
61 =PB1+PB2*V71
e El sesgoen 61 es 8; — 1 = B3 * Y1. Esto es lo que normalmente se denomina sesgo por
omisidn de variable.
e Resumen del sesgo en B4 cuando se omite X,:
C(X1,X3)>0 C(X1,X3)<0

B2 >0 Sesgo Positivo Sesgo Negativo
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(Sobreestimacicn) (Infraestimacian)
B2<0 Sesgo Negativo Sesgo Positivo
(Infraestimacicn) (Sobreestimacicn)

¢ Si 6, > B4, decimos que &, tiene unsesgo al alza. Si 6; < B4, decimos que &, tiene un
sesgo a la baja.
¢ De forma general, se puede calcular el sesgo mediante la siguiente fénula:

C(Variable incluida,Variable Omitida)
V(Variable incluida)

Sesgo = Coef.Variable Omitida *

Conclusicn o La omisié de una variable relevante provoca SESGO e INCONSISTENCIA en el estimador de
MCO excepto en el caso de incorrelacicn entre las variables omitidas y las variables incluidas.
o V(6;) siempre es m& pequefa que V(B,).
Inclusién de Variables Irrelevantes (Sobreespecificacién del Modelo)
Concepto e Significa que una 0 m& de las variables independientes que se han incluido en el modelo no tiene
ningtn efecto parcial sobre Y en la poblacidn, es decir, que su coeficiente poblacional es nulo.
Inclusicn de e Supongamos que establecemos un modelo del tipo:
Variables Y=L+ L1 *X1+B,*X, + B3 *x X3+ ¢

Irrelevantes

e Sin embargo, X3 no tiene ningUn efecto sobre Y cuando X; y X, han sido tenidos en cuenta, lo
que significa que B; = 0. En t&minos de Esperanzas Condicionadas, E(Y/X1,X;,X3) =
E(Y/X1,X3) = Bo + P1 * X1 + B2 * Xy

Efectos

e En cuanto a la insesgadez de S; y S5, no tiene ningtn efecto.
¢ El ardir una variable irrelevante a una ecuacién normalmente produce un aumento de las
varianzas del resto de los estimadores MCO debido a la multicolinealidad.

Conclusidn

¢ El incluir una 0 m& variables irrelevantes en un modelo de regresiéch mdtiple, o el
sobreespecificar el modelo, no afecta a la insesgadez de los estimadores MCO.

o Al producir un incremento en las varianzas de dichos estimadores, lo que se conoce como
Pé&dida de Eficiencia, como consecuencia de ello, la inferencia seguirasiendo vdida, pero
escasamente fiable.

¢ Pese aello, la inclusién de variables irrelevantes tiene efectos menos graves que la omisién de
variables relevantes.

Errores de Medida en las Variables

Concepto

¢ Cuando planteemos un modelo, puede ocurrir que la variable dependiente o alguna variable
independiente estén medidas con error.

¢ Especialmente grave es el error de medida en las variables explicativas, ya que provoca el
SESGO y la INCONSISTENCIA de los estimadores de MCO.

Error de
Medida en la
Variable
Dependiente

e Supongamos el siguiente modelo:
Y'=Bo+B1*xXy +B2xXy+¢
o Este modelo no puede estimar, porque la variable dependiente Y*no es observable, y en su lugar,
observamos la variable Y, que cumple la siguiente ecuacicn:
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Y =YY"+ v,siendo vel error de medida.
¢ Nuestro objetivo es poder estimar el modelo, y para ello, despejamos Y™ en la ecuacicn anterior
y lo sustituimos en la ecuaci& primera:
Y'=Y-v
Y—v=By+P1*X1+PxX; +¢
Y=L +B1*X1+P%X, +e+v

e Llamamos a ¢ + v = u, luego:
Y=Bo+B1*xX1+B2*xXs+u
¢ A continuacid, vamos a comprobar los efectos del error de medicién en Y y para ello, realizamos
dos supuestos adicionales:
1. Cov(e,v) =0
2. Supuesto cl&ico del Error de Medida en la Variable Dependiente: Suponemos que las
variables explicativas X; y X, estén incorrelacionadas con el error de medida v. Es
decir: Cov(X,,v) =0y Cov(X,,v) =0.
o Efectos de Error de Medida en la Variable Dependiente:
1. Se puede demostrar que si estimamos Y = B, + f; * X; + B, * X, + u por MCO,
obtendremos estimadores INSESGADOS y CONSISTENTES.
2. Aparentemente, el error de medida en la variable dependiente no tendr & consecuencias
graves, pero no es as ¥ porgue el error del modelo ha aumentado, ha pasado de € a u.
Adem&, la varianza de dicho error ha aumentado:
Vw) =V(E)+ V() +2C(s,v) =V(e)+ V(v) >V(e)
Este incremento en la varianza del error provoca un incremento en las varianzas de los
estimadores, lo que supone una Pé&dida de Eficiencia, y como consecuencia, la inferencia
sigue siendo vdida pero poco fiable.
3. Estos efectos son idénticos a los de la inclusicn de variables irrelevantes.
o Caso especial en el error de medida en la variable dependiente:
1. Supongamos que Cov(X;,v) # 0, entonces se incumple el supuesto cl&ico de error de
medida en la variable dependiente.
2. Ldgicamente, v va a formar parte de u, por lo que Cov(Xy,u) # 0.
3. Por lo tanto, la consecuencia seraque E(u/X;,X,) # 0.

Error de
Medida en la
Variable
Independiente

e Supongamos en el siguiente modelo:
Y=0F0+B1*xX" +e¢
e Como X* no es observable, el modelo no se puede estimar, y en su lugar, observamos X que
cumple la siguiente ecuacin:
X = X" 4+ v,siendo v el error de medida
o Ademd, antes de analizar los efectos de este error de medida, efectuamos los siguientes
supuestos:
1. Cov(X,e)=0
2. Supuesto Cl&ico del error de medida en la variable independiente: Suponemos que la
variable medida con error estaincorrelacionada con el error de medida v:
Cov(X*',v)=0
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o Para poder estimar la ecuacidn, en primer lugar despejamos X™ en la ecuacidn segunda, y lo
sustituimos en la ecuacicn primera:
X'=X-v
Y=By+B*xX—-v)+e
Y=Bo+P1*xX—prxv+e
Y=Bo+Pr*xX+te—-py*v
e Llamamos a u = € — B; * v, luego el modelo con todas las variables observables ser &:
Y=0F+B*X+u

¢ Si estimamor la ecuacié anterior por MCO, se produce un incremento en la varianza del error
que provoca que aumenten también las varianzas de los estimadores.
¢ Sin embargo, el efecto realmente importante, es el SESGO e INCONSISTENCIA de los
estimadores de MCO.
e Para demostrar este sesgo, partimos de la expresicn de B
— CXY) CXBo+PixX+u) CX,Bo)+py*CXX)+CX,u)

Voo 4¢3} 4¢3}
PV +HCXw) CX,u)
B V(X) =kt VX))

CX,u)=CX,e—By*v) =C(X,e) — B1C(X,v) = —B.C(X,v) = =B *C(X" +v,v)
=—p*x[CX"v) +C(wv,v)] = =B *x V()
VX)) =VX"+v)=VX)+V@w)+2CX"v) =VX")+V(v)
CXu)  —pB*xV()
VX)) VXY + V()
e A continuacicn, vamos a demostrar que el error de medida en X provoca que B; Seaun
estimador inconsistente de B;, es decir, plim,_c B; # Bi.

Sesgo de B, =

- | C(X,u) _ p lim C(X,u) C(X,u)
p Jim () = p i (B + S5 = im0 + S50 = B+ s

# B1

Sesgo Asintdico o Sesgo de Inconsistencia:
Sesgo Asintético (B;) = p lim By — B
n—-oo

C(X,u)

Sesgo Asintotico (Z?D = 709

e Conclusiones sobre el sesgo:
1. Alavista de la expresicn obtenida, deducimos que si 8; es positivo, el sesgo sera
negativo.
2. La magnitud del sesgo depende directamente de la varianza del error de medida, V(v), e
inversamente de la varianza de la variable medida con errores V(X™).
3. Existen dos casos especiales en los que el sesgo es nuloy B; es consistente:
a) Si X tiene un error de medida nulo (v = 0), entonces X = X y el sesgo ser k
0.
b) Supongamos que todas las observaciones de X estuviesen medidas con el
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mismo error, es decir v; = v, = -+ = vy, en ese caso, V(v) = 0, y el sesgo
también ser & nulo.
e Conclusitn:
1. Elerror de medida en las variables explicativas provoca sesgo e inconsistencia en todos
los estimadores de MCO, excepto en los casos especiales.
2. Lacausa del sesgo es que la variable medida con error (X*) estacorrelacionada con el
error del modelo inicial (&), es decir, C(X*,e) # 0.
3. Enté&minos precisos, se dice que X* es una variable enddgena.
4. Elsesgoy la inconsistencia de los estimadores de MCO hace que la inferencia esté
invalidada.
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Tema 6 Modelos con Variables Explicativas EndGgenas

Estimacién de Variables Instrumentales

Estimacicn de
Variables
Instrumentales

¢ Antes de plantear este mé&odo de estimacicn debemos definir una variable instrumental e
instrumento Z, que es una variable que cumple las dos siguientes condiciones:

1. La variable instrumental Z debe estar incorrelada con el t&mino de error del modelo &,
es decir, €(Z, &) = 0. Esta condicicn no puede contrastarse, y sdo puede razonarse de
manera terdica.

2. Lavariable instrumental Z debe estar correlacionada con la variable end&yena X. Es
decir, €(Z,X) # 0. Esta segunda condicicn de instrumento puede comprobarse
planteando una regresi& de la variable end&yena X frente a la variable instrumental Z.

X=my+mZ+v
Planteamos el contraste de identificacion:
Hy:mqy =0
Hy:mqy # 0
Si my # 0, por lo que X y Z estar&n correlacionadas y se cumplir&la segnda condicicn
de instrumento.
¢ Una vez comprobadas las dos condiciones de instrumento, si se cumplen, entonces ser & un
instrumento vdido o adecuado.
¢ Para ello, introducimos en la C(Z,Y) el valor de la variable Y de la ecuacién:
CZY)=CZPo+pr*X+e)=C(Z Bo) +BC(Z,X)+C(Z,e) = p1C(Z,X)
_cizy
L7 ez, x)
¢ Aplicando el principio de analog &, obtenemos la expresién del estimador de variables
instrumentales:

CZ,Y) _Szy

Bl(w) B C(Z,X) B Sz,x

e Se puede demostrar que E(w) es un estimador INSESGADO y CONSISTENTE de ;.

Insesgadez: E (Zﬂ(w)) =B

Consistencia: p lim,_, (Zﬂ(w)) =B,

¢ Sin embargo, a pesar de ser un estimador insesgado y consistente, ocurre que:
52 52

v (E(MCO)) T nxs? <V (E(w)) -

Donde Ry es el coeficiente de determinacién de la regresicn de X sobre Z.
e Conclusicn:
1. El estimador de MCO es siempre m& eficiente (tiene menor varianza) que el estimador
de variable instrumental.

2. Cuanto mayor sea la relacicn entre X y Z, menor varianza tendr&el estimador de

Apuntes Realizados y Distribuidos por ZHOUJIE MA

Z

2

% o

A SEEREHSHASEARENS
) ASOCIACION DE ESTUDIANTES CHINOS DE
Y LA UNIVERSIDAD CARLOS Iil DE MADRID




Union de Estudiantes de Ciencias Econdmicas

variables instrumentales.
3. Bajo endogeneidad, utilizaremos el estimador de variables instrumentales.

Estimacid por M nimos Cuadrados Biet&picos o en dos etapas (MC2E)

Estimacicn por

¢ Hasta ahora, hemos analizado el problema de la endogeneidad Cnicamente en el Modelo de

M nimos Regresicn Simple. La solucién de la estimacién de Variables Instrumentales, que produc &
Cuadrados estimadores de Variables Instrumentales, que produc & estimadores insesgados y consistentes.
Biet&icos 0 en | e Sin embargo, el mé&odo de Variables Instrumentales, es complejo de aplicar en el modelo de
dos etapas regresicn mdtiple, y en su lugar utilizamos la estimacién de m mimos cuadrados biet&picos.
e Supongamos el siguiente modelo:
Yi=Bo+Pri*Yo+B2xZy +u
Donde Y, esunavariable end&ena, es decir, C(Y,,u) = 0
Z, esunavariable ex&yena, es decir, C(Z;,u) =0
¢ Si estimamos esta ecuacién por MCO, obtendr Bmos estimadores sesgados e inconsistentes,
debido a la endogeneidad de Y,. Para obtener estimadores insesgados y consistentes de S, 81 Y
B, utilizamos la estimacié de M mimos cuadrados biet&picos o en dos etapas.
Caso 1 ¢ Disponemos de una sola variable end&jena externa Z,.

¢ Buscamos el mejor instrumento posible para la variable end&ena Y5, y dicho instrumento es una
combinacicn lineal de todas las variables exdgenas internas y externas al modelo.
Yo=ng+m*xZi+mny,xZ,+v
e 1=Etapa:
Estimamos por MCO la ecuaci:
Y, =ftg+ iy % Z1 + iy % Zy
El objetivo de esta etapa es determinar si existe relacicn o no entre la variale endéena externa o
posible instrumento.
Entonces planteamos el contraste de identificacicn:
Hy:m, =0
Hi:my # 0
En este contraste, debemos rechazar H, y decimos que se cumplir&la condicicn de
identificacicn (mr, # 0). Entonces m, seraun instrumento vaido.
e 2% tapa:
En la ecuacian Y; = By + By * Y, + B2 * Z; + u, sustituimos la variable end&yena Y, por los
valores ajustados Y.
Vi =Bo+Bi*V+Br*Zi +u
Si estimamos la ecuaci& anterior por MCO, obtenemos los estimadores de m mimos cuadrados

bietépicos, ﬁO(MCZE)’ﬁl(MCZE)’ﬂZ(MCZE)'

Se trata de estimadores consistentes y asint@icamente normales, es decir, en muestras asintdicas,
tienen distribucié normal.

Sin embargo, al igual que ocurr & en Variables Instrumentales, los estimadores de M Rimos
cuadrados biet&picos, son menos eficientes (tienen mayor varianza que los de M nimos
Cuadrados Ordinarios).
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Caso 2 ¢ Disponemos de mas de 1 instrumento, es decir, de m& de 1 variable exdgena externa.

Suponemos que ten & 2 variables exdgenas externas: Z, y Zs.

o Buscamos el mejor instrumento posible para Y, que es una combinacién lineal de todas las
variables exd&genas internas (Z,) y externas (Z, y Zs).

Yo=mgt+mi*xZi+my*xZ, +m3%xZ3+v

o 1=Ftapa:

Estimamos por MCO la ecuacin:
Y, =ftg+ Rty *Zy + iy x Zy + fig x Z3
A continuacicn planteamos el contraste de identificacicn que sirve para determinar si los
instrumentos Z, y Zs estén o no correlacionados con la variable end&yena Y,.
Hy:my =m3 =0
Hi:my # 0;m3 # 0

Si m, # 0; w3 # 0, se cumplir&la condicid de identificacidn, y los instrumentos Z, y Z
estan correlacionados con Y. Por lo tanto, son instrumentos vaidos.

e 2%Etapa:
En En laecuacidn Y; = By + f1 * Yo + B, * Z; + u, sustituimos la variable end&yena Y,, por los
valores ajustados Y.

Vi =Bo+Bi*V+Br*Zi +u
Si estimamos la ecuacié anterior por MCO, obtenemos los estimadores de M mimos Cuadrados
Bietdpicos 0 en 2 etapas, que seran consistentes y asint&icamente normales, siempre que los
instrumentos Z, y Z; sean vaidos.
Conclusicn e En general, si los instrumentos no son vaidos por incumplir alguna de las condiciones de

instrumento, los estimadores de M mimos Cuadrados Biet&picos 0 en 2 etapas seran
INCONSISTENTES y peores que los de MCO, puesto que los estimadores de MCO también
son inconsistentes, sin embargo, tienen m mima varianza.

Contraste de Sobreidentificacicn de SARGAN

Contraste de
Sobreidentifica
cicn de
SARGAN

¢ Planteamos una regresié de los residuos de M mimos Cuadrados Biet&picos 0 en 2 etapas,

llamados # frente a todas las variables ex&yenas internas y externas.

U=080+ 0121 + 06,2, + 0323+ 6,72, +u
¢ Las hip&esis del contraste de Sargan son:
Hy:todos los instrumentos estan incorrelados con el error
H;y:algin instrumento esta correlacionadas con el error
El estad Btico de Contraste es:
nx R%“’Xq—r

e Sj todos los instrumentos estén incorrelacionados con el error, entonces ser &n instrumentos

vdidos.
e Si algtn instrumento est&correlacionado con el error, entonces no ser & vaido.
¢ Sin embargo, el contraste de Sargan no dice qué&instrumento es no vaido.
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