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Tema 1

Funciones de Variable Real

1.1. La Recta Real
Los numeros reales se pueden ordenar como los puntos de una recta.

Los enteros positivos {1,2,3,4,...} que surgen al contar, se llaman nimeros naturales
(el cero se puede considerar o no como un nimero natural, nosotros no lo haremos).

Las operaciones aritméticas de adicién y multiplicaciéon se pueden hacer dentro de
los niimeros naturales pero la resta y la divisién nos lleva a introducir los siguientes

numeros:
cero: 3 — 3 =0,
negativos: 2 — 6 = —4,

fracciones: 3 -5 =

ol w

Por tanto, podemos clasificar los nimeros de la manera siguiente:

» Naturales: N = {1,2,3,4,...}

Enteros: Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}
el cero junto con los enteros positivos y negativos

Racionales: Q = {m :m,n € Z,n #+ O}
n

» Irracionales: son los nimeros reales que no son racionales, como por ejemplo

V2,7,e

s Reales: R = Irracionales + Racionales
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Todos estos ntimeros aparecen como solucién de ecuaciones:
r—1=0—-2=1,
r+3=0—2=-3,

1
2x+1:0ﬂx:f§,

2?2 =2—x=+2,
224+ 1=0— 2 ==4v/—1¢R — Son los niimeros Complejos:
C={a+bi:a,beR,i=+—-1}.

METODOS DE RAZONAMIENTO MATEMATICO

La definicién de los nimeros naturales es la siguiente:
1 € N. Si n € N, también pertenece n + 1

Veamos cémo funciona esta definicion:
3eN=3+1=4¢€N,
3/2¢ N=3/2+1=5/2¢N.

Esta definicién de los nimeros naturales nos introduce el proceso de induccién:

Demostraciéon por induccion
Es una técnica para probar una afirmacion realizada sobre cada nimero natural:

= La afirmacién es verdadera para n = 1

= Si la afirmacién es verdadera para n € N, entonces también es verdadera para
su sucesor: n+ 1 € N

Esto implica que la afirmacién es cierta para todo ntimero natural n.

n(n+1).

n
Como ejemplo, podemos probar por induccién que Zz = 5

i=1
Demostracién Directa
La idea es probar la afirmacién directamente

Por ejemplo, para demostrar que (a — b)(a + b) = a? — b,

s6lo tenemos que operar directamente (a — b)(a + b) = a® — ba + ab — b* = a? — b*.
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Demostracion por contradiccion o Reductio ad absurdum

Queremos probar una hipdtesis
= Asumimos lo opuesto a la hipétesis y

» Terminamos con una contradiccion

Concluimos que la hipétesis es verdadera

Como ejemplo, mostraremos que V/2 es irracional:
a
V2 e Q- V2 = 7 fraccion irreducible.

2

\/52%%2:Z—Q—>a2:2b2—>a2espar—>apar—>a:2r—>

a®? = 4r = 2b> — b% par — b par.

Si a y b son pares, entonces % no puede ser una fraccién irreducible — contradiccion!
V2¢Q.
DESIGUALDADES, VALOR ABSOLUTO

Propiedades de Orden de R
a,b,ceR

1. Sélo una de las siguientes afirmaciones se verifica: a < b, a =b, a > b

2. Sia<byb<ec,entonces a < ¢

3. Si a < b entonces a + ¢ < b+ ¢ para todo nimero real ¢

4. Sia < by c> 0 entonces ac < bc
Sia<byc<0 entonces ac > be

Propiedad. Entre dos nuimeros reales distintos existen infinitos niimeros racionales e
irracionales.

Definicion 1.1.1 El Valor Absoluto de x € R es:

|$|_{ z, six >0,
L -z, siz<O.

Tenemos la definicién alternativa: |z| = V2.

La idea geométrica del valor absoluto es la de distancia. Por ejemplo, ;qué puntos estan
a distancia 3 del 07 La respuesta es |z| = 3, es decir z = £3.

Definicion 1.1.2 Si x,y € R la distancia entre x e y es

d(x,y) = [z —yl.
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Propiedades del valor absoluto
x,y €R

l. |z] =0 <= =0

2. [ —a| = 2|

w

- xyl = |||yl

4. Jx +y| < |z] + [yl

Ut

el =yl <z =y

Intervalos en R
Intervalo abierto: (a,b) son todos los valores de z tal que a < = < b.
Intervalo cerrado: [a, b] son todos los valores de z tal que a < z <b.
Intervalo semi-abierto: [a,b) son todos los valores de z tal que a < x < b.
Intervalo semi-abierto: (a,b] son todos los valores de z tal que a < x < b.
Intervalo semi-abierto: [a,c0) son todos los valores de z tal que a < z < 0.
Intervalo abierto: (a,00) son todos los valores de z tal que a < z.
Intervalo semi-abierto: (—oo,b] son todos los valores de z tal que z < b.
Intervalo abierto: (—oo, b) son todos los valores de x tal que x < b.
Intervalo abierto: (—oo, 00) son todos los valores de x tal que x € R.

Nota. oo no es un ntmero real, indica que el intervalo se extiende sin limite.

Definicion 1.1.3 Sea A un conjunto de numeros

» Flsupremo de A es el menor elemento de R mayor o igual a todos los elementos
de A. Es la menor de las cotas superiores.

» Kl infimo de A es el mayor elemento R menor o igual a todos los elementos de
A. Es la mayor de las cotas inferiores.

» Si el supremo pertenece a A es también el maximo de A.

» Si el infimo pertenece a A es también el minimo de A.
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1.2. Funciones elementales

Una funcién f en los reales es una regla que asigna a cada nimero x un unico
ntmero real f(x):

z—y=f(z)

x: variable independiente, argumento o entrada.
y: variable dependiente, valor de la funcién o salida.

Definicién 1.2.1 Sea D C R un conjunto. Una funcién f con dominio D es una

regla que asigna un inico numero real f(x) a cada nimero x en D.
D es el dominio de f: Dom(f) = D.
El conjunto de todos los valores de f forman el rango o la imagen de f:

Im(f) ={y €R:3z €D, f(z) =y}
Notacion: f: D C R — R.

Para visualizar una funcién es muy ttil dibujar su grafica:

Definicién 1.2.2 Sea f una funcion con dominio D, el conjunto de puntos
(z, f(z)) € R? con x € D forman la gréfica de f.

;,Cémo podemos reconocer la grafica de una funciéon? Podemos dibujar lineas verti-
cales, una curva que corta cada linea vertical como mucho una vez, es la grafica de una
funcion.

Por ejemplo, 32 = x tiene dos soluciones y = 4./, por lo que hay dos cortes con
cada linea vertical para x > 0, por lo tanto no es la grafica de una funcion.

Si dibujamos lineas verticales, podemos observar que el dominio de una funcién es
el conjunto de xg que verifican que la linea vertical x = x( corta la grafica. De la misma
forma, si dibujamos lineas horizontales, podemos visualizar la imagen como el conjunto
de yo que verifican que la linea horizontal y = yq corta la grafica.

Una funcién se puede definir mediante una férmula, una grafica o una descripcién.

Definiciéon 1.2.3 Sea f: D — R una funcion:

1. f es una funcion inyectiva si x1 # xo implica que f(x1) # f(x2),
o0, de manera equivalente, si f(x1) = f(xa) entonces x1 = x3,
esto es, si asigna argumentos distintos a valores distintos.

2. f: D — R se dice sobreyectiva si Im(f) = R.
f: D — D se dice sobreyectiva si Im(f) = D.

3. f es una funcion biyectiva o uno-a-uno si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.
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1.3. Limites

Sea f(x) una funcién definida para todo x cerca de zp, pero no necesariamente en el
propio & = x, si el valor f(x) de f se aproxima al nimero L cuando z se aproxima al
numero zg, decimos que L es el limite de f(z) cuando z tiende a z.

Veamos el comportamiento de la siguiente funcion en las proximidades de x = 5:

2% —Tx 43
flx) = T -3
x| 2.9 | 2.9999 | 2.999999 | — 3 — | 3.000001 | 3.0001 | 3.1 | ltm () = 5
f(z) 48] 4.9998 | 4.999998 | — 5 — | 5.000002 | 5.0002 | 5.2 | =3’ T
2 _ — Dz —
f(:z:):2x 7x+3:(233 1)(z —3) _o9p_1.
r—3 z—3 T#3

Definicién 1.3.1 (Weierstrass, definicién € — §) Sea f una funcion definida en un
intervalo abierto que contiene a xo (excepto posiblemente en xg) y sea L un nimero
real, entonces

lim f(x) =L,

T—T0

siVe>0,30>0,0< |z —x0| < = |f(z)— L| <e.

Nota. Podemos utilizar la definicién € — § para probar que h’r% (22 —1) =5.
r—

Nota. Una regla general muy 1til es escribir f(x) = L y expresarlo en términos de
x — x todo lo que podamos, mediante la igualdad x = (x — xg) + =o.

Nota. En la definicién € — 9, L y xg son nimeros finitos. Tenemos definiciones similares

para x — oo y también si el valor del limite no es un niimero finito. También podemos
definir limites laterales: por la derecha de z: Hm+ f(x) y por la izquierda de x:

33-’1'0
lim f(z).
T—T)

Formas Indeterminadas

00 0
o0 —o00, — ,00-0, =, ooO, 1°°, 0°.
00 0

A menos que lleguemos a una indeterminacién, tenemos las siguientes propiedades.
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Propiedades
Supongamos que lim f(z) y lim g(x) existen, para x¢ finito o +00
T—x( T—x(

1. lim (c1f(z) + cag(x)) = clxlirglof(a:) + cleggog(a:), c1,c2 €R

T—xTo

2. lim (f(x)g(x)) = lim f(z) lim g(z)

T—T0 Tr—xQ T—T(0

1N 1
s Jin, () = T oy ) #0

T—x0

4. Regla del reemplazo: si f y g coinciden para todo z cerca de xg (no necesariamente
incluyendo a (), entonces lim f(z) = lim g(x)
r—x0 x—T0

5. Regla de la funcién compuesta: si lim f(z) =Ly h’mL h(z) = h(L), entonces
T—T0 T—

Jtm A(f(2)) = h( lim f(x))

Limites basicos. Sea x finito

a) limc=c, lim c=c
Tr—x0o r—+o00
. ) 1
b) lim x = x, lim z = +o0, lim — =0
T—x0 r—+00 r—toox

c) lima" =z2f,neN
T—T(

d) lim {/z = {/xo, (Vzo en su dominio)

T—I0

e) xlgglo f(x) = f(zo) — funciones trigonométricas en su dominio

Lema 1.3.2 (Lema del Sandwich) Sea I un intervalo tal que xo € I. Sean f, g
y h funciones definidas en I, excepto posiblemente en el propio xo. Si lim g(x) =

T—x0
lim h(x) =L y, Ve € I, x # xo, h(z) < f(x) < g(x). Entonces
T—xT0
lim f(z) = L.
T—x0
senx -

Nota. Podemos utilizar el lema del Sandwich para probar que h’n%)
xr— X
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1.4. Continuidad

Una funcién continua es una funcién para la que, intuitivamente, pequenos cambios
en la entrada producen pequenos cambios en la salida

Definicién 1.4.1 Sea f una funcion definida en (zg — p,xo +p), p >0
f se dice continua en v9 < lim f(z) = f(=zo)
T—x0

Notese que la funcién debe estar definida en zy para poder ser continua en ese punto. Si
la funcién no es continua en xy decimos entonces que es discontinua en dicho punto:

i ) ) lim f(x) no existe, o
e f(x) es discontinua en o si § %" _ .
el limite existe pero no es igual a f(xg)

Definicién 1.4.2 Una funcion f(x) es continua en
s R, si es continua en cada punto
= (a,b), si es continua en cada punto del intervalo
= [a,b], si es continua en (a,b) y

fla) = lim_f(z), f(b) = Hm f(x)

z—at T—b—

Propiedades basicas
Sean f, g continuas en xg, entonces las siguientes funciones son continuas en g

1. e1f +cog, c1,c0 €ER

2. fg
3. §,si f(zo) #0

4. Funcién compuesta: si g es continua en g y f es continua en g(xg), entonces fog
es continua en

Algunas funciones continuas
Las siguientes funciones son continuas en sus dominios

p(z)

a) p(z) polinomios, @ funciones racionales, {/z
q(z

b) funciones trigonométricas: sen(z), cos(x), tan(z), arcsen(z),...

c¢) funciones hiperbdlicas: senh(x), cosh(z),...

d) exp(z) y In(z)
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Teorema 1.4.3 (Teorema del Valor Intermedio) Si f(x) es una funcion continua

en [a,b] y K es cualquier nimero entre f(a) y f(b), entonces existe un valor ¢ € [a,b]
que verifica f(c) = K.

Teorema 1.4.4 (Teorema de Bolzano) Si f(x) es una funcion continua en [a,b] y
f(a)- f(b) <0, entonces eziste un valor ¢ € (a,b) que verifica f(c) = 0.

Definicion 1.4.5 Una funcion f se dice acotada st el conjunto de sus valores estd aco-
tado. Esto es, si existe un nimero M > 0 tal que | f(x)| < M, para todo x en su dominio.

Teorema 1.4.6 (Teorema del Valor Extremo) Si f(x) es una funcidn continua
en el intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza sus valores maximo y minimo. Es
decir, existen unos valores T, y xpr en [a,b] tal que:

f(zar) > f(z) > f(xm) para todo x € |a,b].



Tema 2

Calculo Diferencial en una
variable

2.1. Derivadas

La derivada nos proporciona una manera de calcular la tasa de cambio de una funcién

Calculamos la velocidad media como la razén entre la distancia recorrida en un intervalo
de tiempo h y la longitud del intervalo de tiempo.

x(t+ h) —x(t)
Umedia = T»

este valor es la pendiente m de la recta que pasa a través de los puntos (¢,z(t)) y
(t + h,z(t + h)). Si queremos calcular la velocidad en un tiempo ¢ debemos tomar el
limite (t+ 1) (t) p
r(t+h)—x(t
)= lim ——— 7 — (¢
olt) = lim h W
Definicion 2.1.1 Una funcion f se dice derivable en x <=
S )~ f()
h—0 h

existe y es un numero finito.

es la derivada de

Si f es derivable, entonces f'(x) = %f(x) = lim fla+ h}i — /(@)

fen.

Nota. La funcién f’ existe en los puntos del dominio de f tal que el limite existe y es
finito.

Definicién 2.1.2 (Def. alternativa)

Fan) — 1 T@) = F0)

T—zo T — XQ
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Recta tangente

La recta que pasa por (z, f(xg)) con pendiente m = f’(xg) es la recta tangente a f(x)
en xo: y = m(x — o) + f(zo).

Propiedades
L (af+ecg) =caf +cd, c,c2€R
2. (f-9)=Ffg+tg
3 ([)’ _fl9- 14
g g2

Teorema 2.1.3 (Regla de la Cadena) Si g es derivable en x y f lo es en g(z),
entonces la funcion compuesta f o g es derivable en x, y verifica

(fog)(z)=f(g9(x))g (x)
Nota. Con la regla de la cadena podemos demostrar que

1

—1y\/ )= ——
U= 7@y

Podemos utilizar esta identidad para calcular las derivadas (arctanz)’ y (Inz)’.

Derivadas basicas
1. /=0

2. (z") = na"!

1
3. () =€, (logz) = -

1
4. b = 0 = — t / —
(sen x)" = cos, (cosx) senx, (tanx) po—p
5. (arctanz) = ! (arcsenz)’ = !
' T 1+x2 V1 — a2
6. (z)" = cosh, (coshz)’ = senhx

Teorema 2.1.4
f derivable = f continua

Teorema 2.1.5 (Teorema de Rolle) Sea f be derivable en (a,b) y continua en |a, b].
Si f(a) = f(b), entonces existe al menos un nimero ¢ € (a,b) tal que

f'(e)=0.



2.1. Derivadas 3

Teorema 2.1.6 (Teorema del Valor Medio) Sea f be derivable en (a,b) y continua
en [a,b], entonces existe al menos un nimero ¢ € (a,b) tal que

o, equivalentemente f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Teorema 2.1.7 (Regla de L’Hépital) Sean f y g funciones derivables en (a,b), ex-
f(z) 0

es la indeterminacion 0’ en-

cepto posiblemente en el punto xg € (a,b). Si lim
v—wo g()
tonces
/
TEPAC TN C)
2 g(@) ~ ook g ()

)

: . f(=)
siempre que lim =
Tr—XT0 g (l’)

exista o sea infinito.

Extensiones
La regla de L’Hoépital se puede aplicar en los casos siguientes:
= Si la indeterminacién es 5: con todos los signos posibles.
= Si el limite es g — £oo

= A los limites laterales

Derivacién implicita

Si la ecuacién viene dada de manera implicita, F'(z,y) = 0, hay que derivarla respecto

d
a r y a partir de ahi obtener d—y
x

Derivadas de orden superior

Podemos hallar la derivada de una derivada:

f
dx?

d? dr
T = @), T )

" dgn

— f//(x)’
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2.2. Extremos

Definicion 2.2.1 Sea f una funcidn definida en un intervalo I:

s f(x;,) es el minimo global (o absoluto) de f en I si f(xy,) < f(z), Ve €1

= f(xpr) es el maximo global (o absoluto) de f en I si f(xzpr) > f(x), YV €1

Nota. Recordemos que si f es continua, en un intervalo cerrado y acotado [a,b], la
funcién siempre alcanza su maximo y minimo global .

Definicion 2.2.2 Sea f una funcion definida en un intervalo I, si tenemos un inter-
valo abierto I conteniendo a xq

s f(x9) es un minimo local de f en I si f(xg) < f(x), Vx € 1
= f(xg) es un maximo local (o relativo) de f en I si f(xg) > f(x), Yx € I1

Definiciéon 2.2.3 Sea f una funcion definida en xg. f tiene un punto critico en xg
5t

f'(z0) =0 o f'(x0) no existe

Teorema 2.2.4 Si f tiene un mdximo o minimo local en xqy, entonces xg es un punto
critico de f.

Célculo de extremos globales de una funcién en un intervalo cerrado [a, b

1. Halla los puntos criticos de f en (a,b): f'(z9) = 0 o f/'(x0) no exista
2. Evalda f en cada punto critico de (a, b)

3. Evalia f en los extremos del intervalo: f(a) y f(b)

4. El menor valor es el minimo global y el mayor, el maximo global

Definicion 2.2.5

s f es una funcién creciente en un intervalo I siVxi,xs € I con x1 < zo tenemos

que f(x1) < f(x2).

s f es una funcién decreciente en un intervalo I si Vxi,z9 € I con r1 < X9
tenemos que f(x1) > f(x2).

Teorema 2.2.6 Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable
en (a,b)

1. Si f'(x) > 0, Vx € (a,b) entonces f es creciente en [a,b].
2. Si f'(x) <0, Vx € (a,b) entonces [ es decreciente en [a,b].

3. Si f'(x) =0, Va € (a,b) entonces f es constante en [a,b].
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Criterio de la primera derivada

x<zo | x>z | o (punto critico)
= L minimo local
4 — maximo local
f(z)
— — no extremo local
= - no extremo local

Definicion 2.2.7 Sea f derivable en un intervalo abierto I. La grifica de f es
» convexa (cdncava hacia arriba) en I si f' es creciente.

» céncava (cdncava hacia abajo) en I si f' es decreciente.

Teorema 2.2.8 Sea f una funcion derivable dos veces en un intervalo abierto I
» Si f'(x) >0, Vo € I, entonces la grifica de f es convera en I.

» Si f"(z) <0, Vo € I, entonces la grdfica de f es concava en I.

Definicion 2.2.9 Sea f una funcion continua en un intervalo abierto I y sea xg € 1.
f tiene un punto de inflexién en xy si la concavidad cambia en xy (convera «—
concava,).

Teorema 2.2.10 Si xy es un punto de inflexion de f, entonces f"(x9) =0 o f"(x0)
no existe.

Teorema 2.2.11 Sea f una funcion tal que f'(xg) = 0 y derivable dos veces en un
intervalo abierto conteniendo a xg

» si f"(xo) > 0, entonces f tiene un minimo local en xg.

w si f"(x0) <0, entonces f tiene un mdzimo local en x.

Si f”(xg) = 0 el criterio no funciona, puede ser cualquier cosa.

(o) | f"(0) grafica
4= = creciente, concava
— — decreciente, concava

+ + creciente, convexa
— + decreciente, convexa
0 e minimo local

0 = maximo local

0 0 ?
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2.3.

10.

Graficas

. Dominio

. Interseccién con el eje v — f(x) =

0
Interseccién con el eje y — f(0) =y

. Simetrias

f(=2) = +f(x) — par

f(=z) = —f(x) — impar
Periodicidad — f(x +T) = f(x)
Asintotas:

Vertical — gclgg f(z) = £o00

Horizontal — lim f(x)=H
T—Fo00

Oblicua — xgrilmf(m) —(mx+b)=0—-m= lim @, b= lim (f(z) — mz)

r—00 I T—00

. Continuidad: lim f(x) = f(xo)
Tr—XT0

. Derivada: monotonia y puntos criticos

f/(x) > 0— creciente
f'(z) < 0 — decreciente
/() =0 o f'(z) no exista — puntos criticos

Maéximos y minimos locales: g — punto critico

f'(zo) =0, f"(z0) >0 — minimo local

f(x0) =0, f"(x0) <0 — méaximo local

fx): ——+ — minimo local

i) +— — — méximo local
. Concavidad

1" (x) > 0 — convexa
/" (x) < 0 — céncava

. Puntos de inflexién. La concavidad cambia. f”(x¢) = 0 o Bf"(x0)

Méximos y minimos globales
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2.4. Polinomio de Taylor
La idea es aproximar una funcién f(z) por un polinomio P(x). El polinomio de
Taylor es el polinomio que mejor aproxima a una funcién en un punto xg

una constante — P(xz) = f(x0)

Si aproximamos f(x) por { una recta — P(x) = f(x0) + f'(z0)(x — o)

Definicion 2.4.1 Si f es derivable n veces en xq, entonces el polinomio

(o)
2!

Py(x) = f(wo) + f'(z0) (2 — o) + (€ —z0)? 4+ T2

es el polinomio de Taylor de grado n de f centrado en xq.

Nota. Para z¢p = 0 el polinomio también se llama Polinomio de Mac Laurin.

ERROR

El polinomio es una aproximacién de f(z), por lo que se comete un error
|R,(z)| = |f(x) — P(x)|. Existen muchas férmulas para este error, pero la idea es que
todas ellas verifican

1 f(x) — P(z)

im————=

T—T0 (m — ;130)”

=0.

— Ry(x) = o((z — x9)"). Notacion: f(z) = o(g(z)) cuando z — zy <

lim @ =0.

a—ao g(x)

En el siguiente teorema tenemos una férmula para el error | R, (x)|:

Teorema 2.4.2 Sea f(x) una funcion derivable n+ 1 veces en un intervalo abierto I,
entonces VYxo,x € I tenemos que

()

. (x —x0)" + Ru(x),

f(@) = Po(@) + Rn(z) = f(x0) + f'(z0)(x — 20) +-

£t

RSN (x — wo)("+1), & es un punto en el intervalo abierto definido por gy y x.
n !

R, (x) =



Tema 3

Sucesiones y Series

3.1. Swucesiones de numeros reales

Definicién 3.1.1 Una sucesién de ntmeros reales {a,} es una aplicacion que
astgna a cada n € N un numero real:

an: N —-R
ai,as,as ... son los términos de la sucesion.

an es el término general.
La sucesion también puede empezar en n = 0: ag, a1, a2 . . ..

Definicién 3.1.2 Una sucesion {a,} se dice convergente si lim a, = L, para L
n—oo

finito.

El limite de una sucesion {a,} es L si para todo e >0 3N € N tal que sin > N =

lan, — L| < e. (Hay una definicién alternativa para L infinito.)

Si la sucesién no es convergente, decimos que es divergente.
Las propiedades de los limites de sucesiones son las mismas que las propiedades de los
limites de funciones.

Para hallar el limite de una sucesién podemos utilizar algunas técnicas como:

= El concepto de limite de una funcién:

Sea f(z) una funcién y {ay} la sucesién f(n) = ay,.

Si lim f(z) = L, entonces lim a, = L
Tr— 00 n—oo

Podemos utilizar todas las herramientas para calcular el limite de una funcion,
como, por ejemplo, la regla de L’Hopital.

= El lema del Sandwich para sucesiones:

Si lim a, = lim b, (finita o infinita) y {¢,} verifica que
n—0oo n—0oo

an < cp <b,, VneN,

entonces lim ¢, = lim a, = lim b,.
n—oo n—oo n—oo
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Definicién 3.1.3 Una sucesion {a,} se dice:
1. acotada superiormente si 3C € R tal que a, < C.
2. acotada inferiormente si 3C € R tal que a, > C.

3. acotada si es acotada superiormente e inferiormente
(301,02 ER, t. q Ch1 < a, < 02)

Definicién 3.1.4 Una sucesion {a,} se dice:
1. mondtona creciente si a, < ant1 (no decreciente si a, < ap41).
2. mondtona decreciente si ap > apy1 (N0 creciente si an > apy1).

3. mondétona, si es uno de los casos previos.

Teorema 3.1.5

{an} mondtona y acotada = {a,} convergente

Teorema 3.1.6 (Criterio de Stolz) Si las sucesiones {an} y {bn} verifican uno de
los siguientes apartados:

1. {b,} es mondtona creciente con lim b, = oo,
n—oo

2. {bn} es mondtona decreciente, con b, # 0 para cada n € N y

lim a, = lim b, = 0.
n—oo n—od

. ,  Op41 — Aan . . . .
Siempre que lim ol L, exista parar L finito o infinito, entonces
n—x 0On41 — bn

lfm S = lfm SnL o0

t=e9 bn W=e9 bn—|—1 — bn

Teorema 3.1.7 (Férmula de Stirling)

|
lfm ——— =1

n—00 nle=N"\/2mn
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3.2. Series de numeros reales

Una serie es la suma de una sucesion de términos

N PN+ _ 1
Por ejemplo — la suma geométrica: E r’t = — 1
r—
n=0
Definicién 3.2.1 Sea {a,} una sucesion, una serie(infinita) es la suma de todos sus
términos:

o0

Zan=a1+a2+a3+a4+'” .

n=1
La suma parcial de n términos es S, = a1 +as + ag + - - - ay,.
Si la sucesion {Sp} de sumas parciales converge al limite S, entonces decimos que la
serie

Y02, an converge, y S es la suma de la serie:

S=1imS,=a+ax+az+ag+---.
n—oo

En otro caso, decimos que la serie diverge.

Propiedades

1. Zan y an conv = Z(clan + coby) = Zan + ¢ an conv.
2. lim a, #0 = > ay div.

3. Zan conv = lim a,, = 0. (Pero lim a, =0 % Zan conv)

n—oo n—oo

Teorema 3.2.2 La suma geométrica converge si 0 < |r| < 1, en este caso
o
n=0 -

Teorema 3.2.3 La serie telescépica (a, = b, — bp11)

o0

Z(bn —bpt1) = (b1 — b2) + (b2 — b3) + (b3 — bg) + (bga — b5) + - -
n=1

verifica que Sy = by — by41.

Esta serie converge <= lim b, < oo y

S =0b; — lim b,.

n—oo

Teorema 3.2.4 La p-serie (p =1 es la serie armdnica)

11 111
lnp_lp r  3p  4p ‘

o0

1. converge st p > 1.

2. diverge st 0 < p < 1.



Sucesiones y Series

CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA SERIES

. Criterio de comparacién directa: {a,} y {b,} dos sucesiones de términos
positivos

Z b, conv = Z Qy CONV

0<ap,<b,, Vn —

Zan div= an div

. Criterio de comparacién en el limite: {a,} y {b,} dos sucesiones de términos
positivos

a
lim — = L, L finito y positivo

n—oo n
4
Z an 'y Z b, tienen el mismo comportamiento

ambas convergen o ambas divergen

. Criterio de la raiz: {a,} sucesién de términos positivos

lim Ya, <1= Zan conv

n—oo
nlingo Ya, > 1= Zan div

lim {/a, =1 el criterio no concluye
n—od

. Criterio del cociente: {a,} sucesién de términos positivos

p An+1
lim 2=
n—oo (A

, a .
lim L > 1= Zan div

n—0o0 (U

< 1:>Zan conv

p An+1
lim —2*

n—oo (@

= 1 el criterio no concluye

. Criterio de Leibniz para series alternadas:
{an} sucesién de términos positivos

Siantr <apy lim a, =0
n—oo

4

La serie alternada ) (—1)"a, converge condicionalmente

( Z(_l)n—i-lan)
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Definicién 3.2.5
AC. > a, es absolutamente convergente si Y |a,| es convergente.

CC. Si ) a, es convergente pero Y. |ay| es divergente, entonces la serie es condi-
cionalmente convergente.

Convergencia absoluta — Convergencia condicional

No convergencia condicional = No convergencia absoluta

ERROR

Cuando aproximamos la suma de una serie alternada por sus primeros n términos,

entonces
N

S:SN+RN=Z(—1n)an+RN = |Ry| < any1

n=1

Nota. Podemos derivar o integrar una serie infinita para obtener otra serie.

3.3. Series de potencias

Definiciéon 3.3.1 Una serie de potencias centrada en xo es una serie infinita de la
forma

[e.9]

f(z) = Zan (x —20)" = ap + a1(z — x0) + az(z —3:0)2 + ag(z — x0)3 4.
n=0

Teorema 3.3.2 (Convergencia de las series de potencias)
Una serie de potencias en xqy verifica uno y solo uno de los siguientes apartados:

1. La serie converge sélo en xg
2. Existe un numero real p > 0 tal que la serie es

= absolutamente convergente en |z —c| < p
= divergente en |z —c| > p
3. La serie es absolutamente convergente para todo x € R
Nota. p es el radio de convergencia de la serie de potencias. p =0, p < 00 6 p = .

El conjunto de todos los valores de x para los cuales la serie converge es el intervalo de
convergencia de la serie. El radio se puede obtener mediante las siguientes formulas:

1
= — = limsup V/|ay|
1% n—oo
1 . 1 B .
= — = lim , si el limite existe
p n—oo | Qp
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Teorema 3.3.3 Si la serie de potencias f(x) =Y -7 gan (x —x0)" tiene radio de con-
vergencia p > 0, entonces f(x) es continua, derivable e integrable en (xo — p,xo + p).
La derivada y la integral se calculan término a término. Ambas tienen el mismo ra-
dio de convergencia que f. El intervalo de convergencia puede ser diferente, debido al
comportamiento en los extremos (x = xg £ p).

Propiedades.
Sean f(x) =3 " ganz™ y g(z) = > )" baa".

L. f(kx) =3 ak"z"
2. f(aN) =0 0 anz™
3. eif(x) + cag(x) = D0 o(cran + cabp)a™

Definicion 3.3.4 Si existen todas las derivadas de f en xq, entonces la serie
X f(n)
> e e
n!
n=0

se llama la serie de Taylor de f centrada en xy (para xo = 0 también se llama la
serie de Mac Laurin de f).

Teorema 3.3.5 Si existen todas las derivadas de f en un intervalo abierto I que con-
tiene a xg entonces

2 F™) (g "
=3 T )
si y solo si existe £ entre © y xq tal que

(n+1)
lim R, (xz) = lim Ll(g)

. n+1 —_ I

SERIES DE TAYLOR

2 3 n

- x x x
e=l+r+5+5++—~, —00<r<0
21 3l n!
senx—x—x—3+$—5—x—7+ +(=1)" L —00 < T <0
- 31 57 2n+1)!
2 4 6 2n
I TRy G B S _
cosw—1—2!+4! 6!+ +(-1) el 00 < x < 00
3 5 7 2n+1
7 i 5 %
" —r— T T () L —-1<z<1
arctanx = x 3—1-5 7+ + ( )(2n+1) ) SES
r 2, .3 n _
T =l+c+a"+2°+---+2"---, 1<z <1
—z
2 3 n
7 43 7
In (1 e e R A e e ]
n(l+z)==x TR + (1) s z <



Tema 4

Integracion

4.1. Primitivas

LA INTEGRAL DEFINIDA

Si f(x) es una funcién continua y no negativa definida en el intervalo x € [a, b], entonces

la integral definida
b
| t@

representa el area bajo la grafica de la funcién f(x) y sobre el eje x en el intervalo
x € [a,b].

Si f(x) es una funcién general, la integral definida representa la suma de &reas
con signo entre la funcién y el eje x. La idea para calcular la integral definida es
dividir el intervalo en n subintervalos y aproximar la funcién por una constante (el
menor o el mayor valor, el valor del punto medio o cualquier valor de la funcién en el
intervalo). Entonces, calculamos el drea de n rectangulos, que es mucho més sencillo.
Si aproximamos f ~ f(z;) en el intervalo i-ésimo, con todos los intervalos de la misma
longitud, Az, entonces podemos aproximar la integral como

b
/ f(z) = f(z1)Az + f(z2)Az + - - + fzn)Ax.

Si aproximamos la funcién en el intervalo por los siguientes valores, obtenemos los que
se llama, para dicha particién del intervalo

El menor valor en cada subintervalo — suma inferior de f
El mayor valor en cada subintervalo — suma superior de f
Cualquier valor en cada subintervalo — suma de Riemann de f

Al tomar el limite Ax — 0 si todas las sumas coinciden, decimos que la funcién es

integrable Riemann.

Nota. Cualquier funcién continua a trozos es integrable.

Tenemos la siguiente definicién de integral definida:



2 Integracion

Definicién 4.1.1 Dada una funcion integrable f(x) en el intervalo [a,b], se dividimos
el intervalo en n subintervalos de igual longitud Ax, eligiendo cualquier punto x; en
cada subintervalo, entonces se define la integral definida o la integral de Riemann de
f(z) dea ab como

[ s = i 3 s
@ i=1

Nota. Los métodos numéricos se basan en este concepto de calcular una integral aproxi-
mando el valor de la funcién en cada subintervalo por una constante o por un polinomio,
mucho mas sencillo de integrar.

Propiedades de la integral

1. /abc1f+cQg:c1/abf+02/abg f29=>/abf2/abg

'/abf:/acf+/.:bf f20:>/abf20

3. /bf:—/af sifSO:»/abfgo
a b

4. /aafzo 8-‘/abf‘§/ab|f|

b b b 9. m < f(x) < M, Vz € [a,b] =
-/fg?é/ f/g m(b—a)ﬁf;f(x)gM(b—a)

=

N
=~

t

LA INTEGRAL INDEFINIDA

Geométricamente, la derivada surge al hallar la pendiente de una curva y la integral
al calcular el area bajo una curva, pero Newton descubrié, ademas, que derivar e
integrar son procesos inversos:

» Derivacién: dada una funcién F'(x), halla una funcién f(z) que satisfaga

dF (x)
dx

= f(x).

» Integracién: dada una funcién f(x), halla una funcién F(x) que satisfaga

dF (x)
dx

= f(@).

Una funcién F'(z) que resuelve el tltimo problema se llama una primitiva, antideriva-
da o integral indefinida de f(z).

El problema de derivacién siempre tiene solucién pero el de integracién no siempre tiene
solucién y, en general, suele ser mucho mas complicado.
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TECNICAS DE INTEGRACION

Aqui veremos la técnicas mas comunes para calcular la integral (definida o indefinida)
de una funcién.

Primitivas basicas

1
—_ =t
g /COSQ$ anEe

1
ln|x|+c /Sen%::—cotz-l-c

[

/x

/e +c /ﬁ=%arctan<§>+c
o

/

z"

1 z
senx = —CoST + ¢ /ﬁ:arcsen<a>+c

cosx =senz +c /Senhm:coshw-l—c

/coshx =senhz + ¢

Integraciéon mediante cambio de variables o por substitucién (CV)

g(b) b
/ f(x)dz = / Fa(t)g (Dt
g(a) a

/ f(@)de = / o) (B)dt

al final, hay que deshacer el cambio

= Integral definida

» Integral indefinida

Integracién por partes (IPP)

/ " fla) (@) = -/ ' P a)g(a)da

Integral indefinida

[ H@ @) = f@)gta) - [ 1 @)gois
/udv:uv—/vdu

Integral definida




4 Integracion

Integracion de funciones racionales: descomposicién en fracciones simples

P(x) . . .
/ ) dx — P, Q) polinomios.

= Siel grado de P > grado de Q = debemos dividir los polinomios:

P(z) = Q(z)C(z) + R(x) —
P@ . [ [ R@
Q(m)dx—/(?( '+ [ o

R(z) )
. / Q@) dx con grado(R(x)) < grado(Q(z)):

i) Primero, debemos comprobar que la integral no sea inmediata, es decir, si
es del tipo:

2
tipo In —>/ﬁzf;i8d:ﬁ—ln]w2+3w+8]+c.

tipo arctan +c.

1 T
— /$2+8 \/garctanﬁ

ii) Sino lo es — Haremos descomposicién en fracciones simples:

Factor en el denominador Término en la descomposicién en fracciones simples
b A
)
Ay Az Ag
(x—b)k x_b+(x_b)2+”.(x—b)k’ k=1,2,3,---
Ax + B
N2 o p2
(x—a)*+0 (x —a)2 1 b2
Az + By Asx + By Apx + By
N2 32\ 4.+ , k=1,2,3,---
((z—a)?+b) (x —a)? + b2 ((x — a)? + b2)2 (& —a)? + bQ)k

Para cada factor en el denominador debemos anadir el término correspondiente de la
tabla y calcular las incégnitas (A, B, Ay, B1, Ag, Bo, - - ) igualando los denominadores.
Después hay que calcular la integral de cada término.

P
A partir de aqui, R = 0 denota una funcién racional en sus argumentos, P, ) son

polinomios.
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Funciones irracionales o integrales con raices

Haremos un cambio de variables para eliminar las raices.

cr+d cr+d cr+d

/R[(aﬂc+b)p1/q1’.” ’<a$+b)?’r/qr] pm— M, m = mecm(qi, - - -

mcm— minimo comuin multiplo.

Integrales de funciones trigonométricas

i sen®" i cos® x — férmulas de dngulo doble: cos 2z = cos? x — sen? x

[sen? g = [sen*" zsenz = [(1 — cos® )" senx
[cos? g = [cos?™ xcosx = [(1 —sen®x)" cosx

[ senma cosnaz — férmulas trigonométricas

aQT)‘

R impar en senx — t =cosx
/R(senx, cos ) — R impar en cosz — t=senx

R par en cosx y senx — t=tanx

Resto de problemas — t =tanx/2,

2 1—t2 2
(senm =——, cosSx=——, dz = 7dt)
1+ ¢2

Algunos cambios de variables
/R V22 +a?) >z = atant

a

2. /R(ax, 2 —a?) - =——

cost

/R Va2 — 2?) > z = asent
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4.2. El Teorema Fundamental del Calculo
Sea f integrable en [a,b], F(z) = /rr f(t)dt es una primitiva de f(z) definida en [a, b].

Teorema 4.2.1
[ integrable en [a,b] = F continua en [a,b]

Teorema 4.2.2 (El Teorema Fundamental del Célculo, TFC)
Sea f integrable en [a,b] y F(z) = / f(t)dt, definida Vz € [a,b].

Si f es continua en ¢ € [a,b] = F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).
Si f es continua Vx € [a,b] = F es derivable Vx € [a,b] y F'(z) = f(x).

Teorema 4.2.3 (Regla de Barrow) Sean f y g continuas en [a,b] y g derivable en
(a,b), de forma que ¢'(x) = f(z), Yx € (a,b), entonces

[ 1= d=o0) s

x
Teorema 4.2.4 (TFC generalizado) Sea F(x) :/ f, con f integrable
a

9(x)
» Sea H(x) = F(g(x)) = / f, entonces si g es derivable, tenemos que

H'(z) = F'(g(x))g'(x) = f(g9(x))g'(x).

9(x)
» Sea H(x) = / f, entonces si g y 1 son derivables, tenemos que
I(z)
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4.3. Aplicaciones de la Integral

AREAS

= Area entre la grafica de una funcion y el eje x, entre a y b:

Azlﬂmm

= Area entre las graficas de dos funciones f, g, entre a y b:

b
A= [ 1f - glis

» Area con ecuaciones paramétricas: cl drea entre la grafica de z = z(t), y = y(t)
yveleje x entret =ty yt =1 es:

A= ‘/t:l y(t)x’(t)dt'

= Area en coordenadas polares: el drea de la grafica de r = r(6) entre 0 = o y

0 =0es 512
A= ir(é)de

VOLUMENES
» Volumen por secciones paralelas: si A(z) es el drea de las secciones paralelas

a lo largo de toda la longitud de un sélido, el volumen del sélido asi definido entre
r=ayx=bes

V= / bA(x)dx

s El método de discos: el volumen de un sdlido de revolucion obtenido al rotar
|f(x)| alrededor del eje x entre x =a 'y z = b es

b
vz/wmmmx

» El método de capas: el volumen de un sélido de revoluciéon obtenido al rotar
f(x) > 0 alrededor del eje y es

V:27r/b:1;f(w)d:c
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LONGITUDES

» La longitud del arco de curva f(z) entre x =ay z =bes
b
L) = [ VT )P

» Si la curva viene dada en forma paramétrica, la longitud es

L= t1¢@%wv+uﬂﬂvw

INTEGRAL IMPROPIA

Definicion 4.3.1 La siguiente integral

[T = [ s,

se llama una integral impropia de f. Si el limite es finito decimos que la integral
converge en otro caso, diremos que la integral diverge.

Teorema 4.3.2 (Criterio integral para series) Consideremos f > 0 una funcion
mondtona decreciente definida en x > 1. Sea a, = f(n), entonces

nzz:lan y/1 f(x)dx,

tienen el mismo comportamiento, o ambas convergen o ambas divergen.
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